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摘   要  

    近年來國內由於經濟蓬勃發展，國民所得不斷提高，汽車數

量也跟著大幅成長。為解決日益惡化之交通，乃有逐漸興建高架

橋樑之趨勢；又因受到地形、地物條件之限制，高架橋樑常須設

計成曲線形式，因此有關曲線橋樑各種理論之發展便有其重要性。 

    由於道路線形之限制，在某些路段必須採用曲線橋樑，基於

曲線橋樑之受力特性，在分析過程中亦須考慮彎曲、旋轉、剪力

及翹曲等四種應變能。除了探討橫隔樑之佈設準則之外，本研究

亦將深入探討翹曲 (Warping)效應對曲線 I型鋼橋之影響。 

    本文以薄壁曲線 I 型鋼樑的翹曲理論為基礎，結合有限元素

法推導一種考慮翹曲作用之薄壁曲線樑元素勁度矩陣作為曲線 I
型鋼橋結構分析之主體。  

關鍵詞：橫隔樑、 I 型鋼樑、曲線橋樑，翹曲  
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Abstract 
    Recently economy grows vigorously,  the personal income is  
also raising constantly.  On the other hand,  quanti ty of automobile 
also increases.  In order to solve the traffic worsenned day by day,  
building the elevated highway becomes the only one choice.  
Because the restr ict ions of the topography,  the bridge must  often be 
designed into a curved form. Therefore,  i t  is  really important to 
develop the different  kinds of theories of curved bridge.   

    Due to the roadway alignment,  we must adopt the curved bridge 
in some highway sections.  For special  characterist ics of the curved 
bridge,  four kinds of degree of freedom must be considered 
namely-longitudinal  bending,  vert ical  shear,  longitudinal  torsion 
and warping.  Besides probing into horizontally through the cri terion 
of laying of the diaphragm ,  will  also probe into the influence on the 
curved Model I  steel  bridge of the effect  of  warping deeply in this  
research.   

    This reseach is  based on warping theory of the thin-walled 
curved steel  I-girder according to the f inite element method. After  
that ,  element st iffness matrix wil l  be derived which is  the main 
body of the structural  analysis.  

Keywords：Diaphragms, Steel I-girder, Curved Steel Bridges,     
          Warping. 
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第一章  緒  論  

1.1 研究緣起  

    隨著時代之變遷，社會之進步，都會區之形成與擴張，公路

建設亦隨運輸網路之需求而擴散。新建之公路，特別是高、快速

公路，可能因路線多經過山區或因減少區域阻隔與降低對環境衝

擊等因素，橋樑數量急遽增加。然而，公路在構築時常會到幾何

線形之限制，尤其是交流道、高架橋與立體交叉處；因此，在某

些情況下，曲線橋樑之採用便成為唯一之選擇。  

    鋼橋之種類繁多，惟以樑式橋之橫斷面形式而言，鋼橋可分

為兩大類，即 I 型與箱型鋼橋。曲線型鋼橋常使用於公路交流道

與曲線立體交叉處，或是在預力後拉混凝土橋無法構築之曲線路

段。通常，當曲率大時，可採用箱型鋼橋，因為箱型鋼橋有非常

大的扭曲勁度 (Torsional Stiffness)。而在曲線曲率較平緩之路段則

採用 I 型鋼橋。  

    I 型鋼橋之基本組成乃是由三片鋼鈑 [即最上方之頂鈑 (Top 
Flange)、中間部位之腹鈑 (Web)與最下方之底板 (Bottom Flange)]
相互銲接 (Welded)、栓接 (Bolted)或鉚接 (Riveted)而成。惟現今鋼

鈑橋樑皆已銲接為之，如圖 1.1 所示。  

    橫隔樑乃是連接相鄰兩大樑之結構，其主要功用在於使作用

於橋樑上部結構之荷重能均勻的橫向 (垂直於橋樑長度方向 )傳
遞。典型之合成 (Composite)I 型鋼橋橫斷面如圖 1.2 所示。  

    一般而言，橫隔樑之佈設型態變化多端，型式之選定無一定

之準則，現今 AASHTO 橋樑設計規範【 1】中除了建議最大可容

許間距 (Diaphragm Spacing)之外，亦無強制規定型式之佈設。  
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圖 1.1  典型之 I 型鋼樑  
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圖 1.2  典型之合成式 I 型鋼橋 
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1.2 研究目的  

    由於曲線橋樑無論在力學行為、施工技術或外觀上，均不同

於直線橋樑，所以過去有關曲線橋樑之分析，在初步設計階段皆

採用以數段直樑近似的方法，並未能確實掌握曲樑在力學行為上

之扭轉 (Torsion)、翹曲 (Warping)與彎、扭相互耦合 (Coupling)的
效應。因此欲得到較精確之分析結果，本文將提出一種較為精確

與實用之解析方法。  

1.3 研究方法與流程  

一般而言，曲線 I型鋼橋之分析方法主要有以下四大類，即：  

1直線樑近似法 (Straight Beam Approximation) 
2V-Load Method 
3格樑相似法 (Grid Analogy Method) 
4有限元素法  

    橋樑結構可以用多種不同方法進行模擬分析，唯經過三十多

年來橋樑工程師之實際應用，如以細部分析與設計而言，目前只

有兩種方法為工程師較常採用，即格樑相似法與有限元素法，此

兩種方法亦為目前 AASHTO平面曲線規範【 1】所認可。  

    無庸置疑地，有限元素法是所有可資利用方法中可達最佳精

確度者。以現今有限元素理論之普及，任何型式之橋樑佈置與載

重種類，均可用有限元素法加以模擬，進行精確地分析。以現今

電腦科技之發達，從工程之規劃、初步設計至細部設計與變更設

計，如完全以有限元素法作為分析曲線橋樑之工具，則時間上之

效益往往變成設計者考量之主要因素。另一方面，為了正確地將

曲線鋼橋以有限元素法進行結構模擬，負責設計之橋樑工程師必

須具備非常清晰之有限元素學理觀念。  

    與有限元素法比較，格樑相似法則為目前工程顧問公司用來

設計曲線鋼橋最常用之方法，其理由則有下列諸項：  

1用格樑相似法模擬求得之橋樑結構行為普遍較易為橋樑工程師   

 所了解不若有限元素法深奧。  

2高度靜不定之曲線橋樑可用格樑相似法輕易模擬，尤其當橋樑  
 有為數甚多之大樑、支承中心線與橋樑中心線呈大斜角、或橋樑  
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 佈置不均勻變化時 (例如樑深漸變或大樑間距漸變 )，用格樑相似  
 法便可以縮短橋樑設計之時間，間接地工程師亦較易掌握工程設  
 計進度。  

3格樑相似法模擬分析曲線複合箱型橋為 AASHTO 平面曲線型橋  
 樑設計規範【 1】所認可。  

4個人電腦 (Personal  Computers)發達後，用格樑相似法所發展之  
 電腦程式 (通常不若有限元素電腦程式龐大 )可以輕易地置於其  
 中，如再與電腦輔助設計繪圖系統 (Computer  Aided  Des ign  &  
 Draft ing，CADD)結合，則橋樑設計與繪圖可以連貫作業，容易  
 控制設計進度。  

圖 1.3所示為本研究之流程，由此圖可看出，其流程甚為冗長繁複。 

1.4 預期成果  

    本研究以探討曲線 I型鋼橋內橫隔樑之佈設準則為主，預期成

果可歸納為下列數點，即：  

1橫隔樑佈設位置之準則建立  
2橫隔樑種類之選擇  
3橫隔樑之受力最佳化  
4薄壁樑部分翹曲效應對 I 型鋼樑結構行為之影響。  
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問題界定

文獻回顧 國內文獻國外文獻

結構組成研究

設計規範探討

方法研析

理論推演
部份翹曲束制
元素之推演

格樑近似法

實例分析

結論與建議
 

圖 1.3 研究流程圖  
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第二章  文獻回顧  

2.1 前言  

    曲線 I型鋼橋是屬於一種設計難度甚高之結構物，其設計方法

亦隨設計者所要求精確度而大異其趣。直至目前為止，共有十二

種不同分析方法可供橋樑設計師在初步設計與細部設計中使用。

惟其中分別以有限元素法（ Finite Element Method）、格樑相似法

（ Grid Analogy）、直線樑近似法（ Straight Beam Approximation）、
三度空間剛架分析法與 V-Load Method較常見，為節省篇幅，故本

章之文獻回顧亦僅侷限於上述各方法。  

2.2 有限元素法（Finite Element Method）  

    有限元素法是所有可資利用於 I型鋼橋設計之方法中可達最

佳精確度者。然而，以現今電腦科技之發達，從工程之規劃、初

步設計至細部設計與變更設計，如完全以有限元素法作為分析曲

線橋樑之工具，則時間上之效益往往變成設計者考量之主要因

素。而在另一方面，為了正確地將曲線鋼橋以有限元素法進行結

構模擬，負責設計之橋樑工程師必須具備非常清晰之有限元素學

理觀念。因此，如同參考文獻【 66】所指出之建議，有限元素法

應由專事研究發展之學術機關或政府機關帶頭，藉有限元素理論

分析之精確性，建立具實用性之參考表格與圖形，或作為橋樑設

計完成後之最後檢核工具，以確定橋樑設計之安全性。  

    有限元素法應用於曲線箱型樑遠早於曲線 I型樑。在 1970年至

1971年間，美國加州大學柏克萊分校之 Meyer與 Scordelis【 2】將

有限元素法應用在曲線混凝土箱型橋樑結構系統，其發展出兩種

有限元素法來解析曲線混凝土箱型橋之結構行為。同年， Chu與
Pinjarkar【 3】亦發展另一套有限元素法來分析相同類型之曲線混

凝土箱型樑。 1971年至 1972年間，美國賓州大學之 Lansberry與
Shore【 4，5】首先應用有限元素法來分析曲線箱型鋼橋，利用勁

度 方 法 （ Stiffness Approach ） 將 薄 壁 板 模 擬 成 可 以 受 薄 膜

（ Membrane ） 與 彎 矩 作 用 之 環 狀 有 限 元 素 （ Annular Finite 
Element）。其所發展出來之有限元素共有六種：  

     1圓柱薄殼元素用來模擬曲線樑之腹板。  
     2環狀元素用來模擬曲線混凝土橋面版與曲線上下翼板。  
     3四邊形版元素用來模擬版緣之實心橫隔樑。  
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     4直樑元素用來模擬橫樑與直線形大樑。  
     5三角形元素用來模擬支承處有斜角（ Skewed Angle）之混  
      凝土橋面版。  
     6曲線 I 型樑元素用來模擬縱向曲線 I 型大樑（箱型鋼樑亦  
      可視為兩個 I 型樑之組合）。  

    此 有 限 元 素 發 展 過 程 接 受 CURT(Consortium of University  
Research Teams)研 究 計 畫 之 贊 助 ， 其 電 腦 程 式 定 名 為 STACRB
【 6】。此電腦程式已被美國曲線橋樑規範【 1】接受，規範中亦

描述此程式之基本橋樑結構模擬步驟與原則。   

    1973 年，Fam【 7】發展了一套利用有限元素理論來解析曲線

箱型樑之靜載重與自由振動 (Free Vibration)行為。在此理論中，

箱型樑深度必須固定，箱型樑之線形 (Alignment)可為直線、曲線

或兩者之組合。箱型樑之上下翼板可以矩形與環狀元素加以模

擬，垂直或傾斜之腹板則可以矩形與圓錐狀之元素模擬，當曲線

形腹板由傾斜變為垂直時，則圓錐元素便可簡化成矩形元素。薄

膜與彎矩作用在翼板與腹板元素中均列入考慮，但是因為橫隔樑

之彎矩勁度與箱型樑之薄膜勁度比較下甚小，且大部份載重均垂

直於橋面版平面，因此，Fam【 7】假設橫隔樑效應亦可用薄膜元

素來模擬。   

    1974年，Bazant與 Nimeiri【 8】以勁度方法之有限元素理論來

解析曲線長跨勁箱型橋，其最大之優點乃是長跨勁之曲線箱型橋

可以簡化成薄壁箱型樑。此薄壁箱型樑便可進一步簡化成直線樑

有限元素，因而在求解過程中收斂與精確度之要求便可輕易地達

成。之後 Bazant亦繼續改進其所發展之有限元素分析理論，但箱

型橋樑型式變化多端，終其研究，不論精確如何改進，此方法仍

只侷限於單室 (Single Cell)箱型橋樑。  

    直至目前為止，將有限元素法應用在曲線 I型鋼橋之分析理論

已經非常完備，惟可惜的是大都僅侷限於單一 I型鋼樑之分析，仍

未有人將整座 I型鋼橋用有限元素法之理論而得到具體之設計準

則。其主要原因乃是將整座平面曲線 I型鋼橋用高深之有限元素理

論分析不但費時費力，而且所需經費著實驚人，在時間上、財力

上而言，不是一般之業主獲主管機關在編列預算時所願意負擔。

圖 2.1與圖 2.2所示為從事曲線 I型鋼橋常採用之典型有限元素，由

圖中可以看出，欲將偌大之曲線 I型鋼橋上部結構切成細小之有限

元素，其所需之節點與元素數目著實可觀，另一方面，如考慮鋼

橋之複合作用 (Composite Action)，則所花費之工夫與金錢將更形
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驚人。  

θ

 

圖 2.1  有限元素分析曲線 I 型鋼橋有採用之典型鋼鈑元素
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圖 2.2  有限元素分析曲線 I 型鋼橋之典型曲線樑元素與桿元素
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2.3 格樑相似法（Grid Analogy）  

    格樑相似法意指將橋樑之上部結構以具平面狀之格樑系統模

擬之，此格樑系統之縱向樑即為橋樑上部結構之大樑，橫向樑則

為橋樑間之橫隔樑，縱向樑與橫向樑之接點一般為剛接點 (Rigid 
Joint)。一般而言，當橋樑之跨距與橋寬比值愈大時，用格樑相似

法便可愈精確地求得曲線 I型鋼橋之結構行為。然而必須注意的，

即使將整個曲線 I型鋼橋之上部結構模擬為格樑系統，格樑結構本

身仍是一個高度靜不定之結構系統，且 I型鋼樑內部仍有其他副構

件（如內橫隔樑）之結構行為必須利用格樑相似法以外之分析方

法求得。   

    1965 年， Lavelle 與 Boick【 9】提出格樑相似法之概念，之

後經由 Lavelle【 10】等人於 1971 年加以修正。此方法中，將曲

線橋樑之上部結構視為平面之格樑系統，而載重則垂直於格樑平

面，翹曲效應則完全忽略不計。在格樑相似法之研發過程初期，

由 美 國 聯 邦 高 速 公 路 總 署 （ Federal  Highway Administrat ion，
FHWA ） 所 主 導 之 CURT （ Consortium of Universi ty Research 
Teams）研究計畫所贊助，其所發展之電腦程式定名為 CUGAR 1
【 10】。 1975 年，Lavelle 與 Laska【 11】為了考慮曲線樑翹曲之

效應，把 CUGAR 1 加以修正而成為日後工程顧問公司首先使用

於實際曲線橋樑設計之電腦程式，此程式定名為 CUGAR 2。由於

CUGAR2 只適用於開口式 (Open Section，例如 I 型樑 )之曲線樑斷

面，因此，Lavelle【 12】於一年之後將 CUGAR2 繼續更新，使其

亦能分析封閉式 (Closed Section，例如箱型樑 )曲線樑與桁架型式

之橫隔樑，此程式定名為 CUGAR3。在此程式中，曲線橋樑深需

為一定值，而且箱型樑必須有上側支撐 (Top Lateral  Bracing)，以

使箱型斷面變為封閉式。 CUGAR 系列之電腦程式實際應用上僅

能用於靜載重分析，至於活載重分析則必須靠有經驗之工程師將

活載重放置於正確位置方能求得最大之結構反應，例如最大彎

矩、最大扭曲等等。   

    美國馬里蘭大學（ Universi ty of Maryland,  College Park）土

木工程研究所為了改進 CUGAR 系列電腦程式之缺點，特別發展

了 另 一 套 以 格 樑 相 似 法 為 主 體 之 曲 線 鋼 橋 電 腦 程 式 ， 定 名 為

DESCUS（ Design of Curved Bridge System）【 13， 14， 5】。此

程式中，曲線 I 型鋼橋之曲線樑元素每一節點均具有四個自由

度，亦即縱向彎矩、雙彎矩、垂直剪力與純扭曲。而 DESUCS 程

式之最大突破在於其具有分析活載重之能力，車道載重與卡車載
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重可以依設計規範之規定，自動地在格樑系統之平面上縱向或橫

向移動，以求得格樑平面上最大之活載重結構反應。格樑相似法

之優點有下列諸項：  

1高度靜不定之曲線鋼橋可用格樑相似法輕易模擬，尤其當橋樑  
 有為數甚多之大樑、支承中心線與橋樑中心線呈大斜角、或橋樑  
 佈置呈不均勻變化時，用格樑相似法便可以縮短橋樑設計之時  
 間。  
2電腦科技發達後，用格樑相似法所發展之電腦程式可輕易地置  
  於其中。  

    表 2.1 所示為可以用於平面曲線 I 型鋼橋分析之格樑元素之

演進過程，由此表中可以清楚看出，較進步之曲線格樑元素均能

將曲線薄壁鋼樑特有之翹曲現象列入考量。由此表亦可看出，用

於曲線樑分析之格樑元素有下列數種，即：  

1利用數學解析方程式  
2利用力平衡微分方程式  
3利用有限差分法  
4利用曲線薄壁樑元素 (不含翹曲效應 )  
5利用直線薄壁樑元素 (含翹曲效應 )  
6利用曲線薄壁樑元素 (含翹曲效應 )  

2.4 直線樑近似法（Straight Beam Approximation）  

    曲率半徑乃是促使曲線 I型鋼橋分析變得複雜之首要原因，而

直線樑近似法可說是曲線 I型鋼橋分析法中最粗糙的數學模式。將

一根曲線 I型鋼樑切割成數個直線型鋼樑來模擬，完全忽略了曲率

所衍生之橋樑結構行為。因此，在此分析法則中，橋樑因曲率所

產生之勁度、雙彎矩效應（ Bimoment Effect）與斷面畸變全部被

忽略。 Sawko【 15】曾深入研究，用直線樑近似法分析曲線樑之

誤差程度。其結果顯示，當曲率增大或當彎矩勁度／扭曲勁度之

比值增加時，其誤差程度亦隨之增大。因此，除非曲線鋼橋之曲

率甚小（趨近於直線）時，直線樑近似法方可用來作規劃與初步

設計階段之工具。  

2.5 三度空間剛架分析法  

    基本上，構成平面曲線 I 型鋼橋之大樑 (Girder)與橫隔樑 (Cross 
Frames)均屬薄壁結構 (Thin-Walled Structures)，因為其大樑與橫

隔樑均由厚度甚薄之鋼鈑組成，長度與寬度之比值甚大。  
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    首先嘗試將薄壁曲線樑理論作整理者可以追溯到 1932 年之

Gottfeld【 16】，他用有兩端支承之雙向格樑 (Latt ice Girder)做為分

析對象，此雙向格樑形狀如兩個同心圓，荷重則垂直於格樑平面，

兩格樑之間用橫樑加以相接。Gottfeld【 16】之理論分析對日後之

曲線橋樑分析理論並無實質之助益，但他的分析觀念卻對曲線橋

樑簡化處理有正面之貢獻。  

    1948 年 ， Umanskii 【 17 】 對 一 個 具 雙 軸 對 稱 (Biaxial  
Symmetrical)斷面之簡支曲線 I 型樑完成理論分析。首先他把 I 型

鋼樑雙彎矩現象利用起始參數 (Init ial  Parameters)方法做了完整

之敘述，並且嘗試將其理論擴展至曲線連續 I 型樑。 Umanskii 之
理論後來被 Dabrowski【 18】證明為正確性有誤差。因為 Umanskii
用通過剪力中心之曲線軸所造成之扭曲角等於彎矩旋轉角之ㄧ次

微分只能適用於直線樑，雖然對靜定樑而言仍能正確地表現其雙

彎矩現象，但對斷面變形之分量而言則有可觀之誤差。  

    對單軸對稱 (已通過斷面中心之直立軸對稱 )之曲線 I 型鋼

樑，線性且彈性之數學關係是於 1950 年由俄國之 Federhofer【 19】
正式推導出。其後於 1961 年，Vlasov【 20】教授在其出版之第二

版書籍” Thin-Walled Elastic Beams”中，對受到縱向彎矩與非均

勻扭曲載重之對稱開放型斷面 (Open Sections)之微分方程式有了

更清楚之交代。但是其所發展之理論仍有一些基本之限制，斷面

兩個主軸 (Principal  Axes)之ㄧ必須座落在曲率半徑之平面上。

1972 年， Dabrowski【 18】指出，對曲線薄壁樑受到垂直於曲率

半徑之載重面，Vlasov 所推導出之微分方程式可以正確求得其合

力與大部分變形分力，但對於斷面之變形估計卻有誤差。  

    McManus，Nasir 與 Culver【 21】亦把平面曲線 I 型鋼橋之發

展歷史，從 1843 年至 1968 年間之所有文獻做了系統性的歸納。

根據文獻【 21】之研究，發現首先將平面曲線樑作完整之線性分

析者為 Saint-Venant【 22】。從此之後，各方學者所推導之平面曲

線良分析方法則有如雨後春筍般，但全都侷限於單一曲線樑線性

結構。  

    近三十年來對平面曲線鋼橋理論整理較有貢獻為以下五個學

者，即 Vlasov【 20】、Dabrowski【 18】、Heins【 23】、Nakai and Yoo
【 24】。以上這些學者之研究幾乎是所有欲研讀曲線鋼橋者必備之

資料。另外，文獻【 25】則是關於曲線樑非線性結構行為最具代

表性之創作。  
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    直至目前為止，對於平面曲線橋樑之最大研究計畫首推由美

國聯邦公路總署 (Federal  Highway Administrat ion， FHWA)所資助

之 CURT(Consortium of Universi ty Research Team)計畫，此計劃由

1969 年進行至 1976 年，參加計劃者有馬里蘭大學、賓州大學、

羅德島大學與西若克斯大學 (Syracuse Universi ty)，另外亦有數家

著名之工程顧問公司。 CURT 研究計畫除了將所有平面曲線橋樑

作了完整文獻回顧之外，亦進行一連串之理論分析與實驗驗證。

事實上，現今之 AASHTO(American Association of State Highway 
and Transportat ion Officials)平面曲線橋樑設計規範【 1】有甚多之

條文規範均源自 CURT 研究計畫【 26，27，28】。如吾人所知，目

前 AASHTO 與 NCHRP(National  Cooperative Highway Research 
Program)仍繼續致力於對其曲線橋樑規範之改良。  

2.6 V-Load Method 

1963 年，美國鋼鐵公司 (US Steel)出版了一套可以簡化開放

式曲線 I 型鋼橋 (Open Framing Curved I-Girder Bridge)分析之著名

報 告 ， 此 法 即 為 工 程 實 務 界 在 初 步 規 劃 設 計 階 段 時 常 採 用 之

V-Load Method【 29，30】之最早起源。此處所謂開放式鋼橋意指

相鄰鋼樑之間由橫隔 (例如 Diaphragm， K-Bracing 與 X-Bracing)
相接，但在鋼樑底鈑之處並無水平式之輔助支撐 (例如風拉桿，

Wind Bracing)。如果橫向水平支撐存在，此分析方法雖仍可用，

但普遍被工程界人士認為過於繁瑣費時。因此，數年之後 (1996
年 )便有一經過修正之版本出現【 31】。此法至此方為大眾所接受，

並且因為將作用於橋樑上部結構之扭曲荷重由垂直剪力荷重 (V)
來模擬而被正式定名為 V-Load Method。  

V-Load Method 之計算過程包括以下數個步驟，即：  

    1計算外部荷重造成之主要彎矩  
    2計算橫向彎矩  
    3計算作用於橫隔樑端之垂直剪力  
    4計算由上述垂直剪力所造成在頂鈑與底鈑之次要彎矩  
    5總合計算由主要彎矩、次要彎矩與橫向彎矩構成之正向應  
     力  
    6由上述步驟2與3所求得之水平與垂直力求得作用在橫隔  
     樑之應力。  

     以下吾人將分別說明之  
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步驟1：計算因外部荷重造成之主要彎矩  

把曲線 I 型鋼樑是為直線形鋼樑，期長度與曲線 I 型鋼樑之

弧長相同，然後計算其主要彎矩 (Primary Bending，即縱向彎矩 )。
一般而言，除非橋樑曲率半徑甚小，吾人如將曲線鋼橋以直線型

橋樑模擬之，其縱向彎矩之誤差應不至於太大。  

如圖 2.3 所示，作用於曲線 I 型鋼樑某元素上之縱向彎矩可

以用等值之軸向力偶簡化之。以此圖為例，該曲線兩元素兩端受

到負彎矩 (即頂鈑受拉，底鈑受壓 )之作用。  

 
圖 2.3  作用於曲線 I 型鋼樑之縱向彎矩由兩個作用於翼鈑之

等值軸向力模擬  

步驟2：計算橫向彎矩  

將頂鈑與底鈑個別視之，如圖 2.4 與圖 2.5 所示。由圖 2.4 所

示，吾人可以清楚看出， .由於翼鈑曲率之關係欲使翼鈑處於淨利

平衡之狀態，則翼鈑必受到額外之力，此力吾人以弳向力 (Radial  
Force)稱之，其延伸方向應與曲率中心重疊。此弳向力一般源自

橫隔樑或橫向鋼架。如果頂鈑與橋面板整體作用，則曲線頂鈑之

力平衡狀態便如圖 2.5 所示，由圖中吾人可以清楚看出，弳向力

乃是均佈荷重之形式。吾人必須注意，如此模擬主要功用在於簡

化分析步驟。  

 
圖 2.4  作用於頂鈑與底鈑之利構成三力平衡狀態  
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R R

q

圓心
 

圖 2.5  作用於頂鈑之均佈荷重以平衡兩端之等值軸向力  

為 了 解 上 述 模 式 之 內 涵 ， 吾 人 再 以 傳 統 之 古 典 力 學 Hoop 
Tension Analogy 說明之，如圖 2.6 所示。由此圖吾人可以清楚看

出，如果圓箍之兩端各受到 T 之拉力（此處之拉力 T 類似圖 2.5
中之軸向力 F），從力平衡之觀點，圓箍內部受到之均佈荷重 q 便

可依下列步驟得知，即：  

qRT = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-1)  
M/hFT == (見圖 2.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-2)  

M/hqR =∴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-3)  
或 M/Rhq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-4)  

    上式中之 M＝縱向彎矩，R＝曲率半徑。綜觀圖 2.3 與圖 2.5，
至此吾人可清楚看出， I 型鋼樑之頂鈑與底鈑受到之正向應力之

來源有二，即：  

1由縱向彎矩造成之正向應力 (見圖 2.3）  
2由翼鈑平面之弳向力而造成在翼鈑之正向應力，此正向應力意  
 即吾人通稱之橫向彎矩正向應力 (見圖 2.4)。  
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q
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圖 2.6  古典力學中之 Hoop Tension Analogy 

步驟3：計算作用於橫隔樑端之垂直剪力  

    由圖 2.4 吾人可以清楚看出，作用於翼鈑上之弳向力必有反

例作用於橫隔樑上，如圖 2.7 中之 1H 與 2H 。緊接著，吾人必須計

算作用於橫隔樑端點與大樑接觸部位之垂直剪力，V，如圖 2.7 所

示。如果吾人假設：  
=h 大樑深度  
=1H 作用於第 1 根大樑之弳向力  
=2H 作用於第 2 根大樑之弳向力  

=d 橫隔樑之間距  
=1M 第 1 根大樑之縱向彎矩  
=2M 第 2 根大樑之縱向彎矩  

=R 第 1 根與第 2 根大樑之曲率半徑平均值  
=V 橫隔樑端點與大樑接觸部位之垂直剪力  
=D 大樑間矩  

然後參考圖 2.7(橫隔樑與大樑之互制 )與圖 2.8(橫隔樑與翼鈑之互

制 )示意圖，則吾人可看出：  

hR
dM

dqH 1
11 == . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-5)  

hR
dMdqH 2

22 == . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-6)  
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另一方面，由自由體 (Free Body)之平衡，垂直剪力，V，可以下式

表之：  

( )
K

MM
RD/d

MM
D

hHHV 212121 +
=

+
=

+
= . . . . . . . . . . . . . . (2-7)  

此 處 之 垂 直 剪 力 ， V ， 即 是 吾 人 所 謂 “ V-Load Meathod ” 之

“ V”。式中之 K 值為鋼橋之幾何常數，其與外在荷重無關，  

RD/dK = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-8)  

    吾人如以圖 2.7 為例，則吾人可以看出，由橫隔樑端作用於

第 1 根大樑之垂直剪力有增大原縱向彎矩 (即由外在荷重造成者 )
之傾向，因為垂直剪力之作用方向與外力一致。反之，第 2 根大

樑之縱向彎矩去減小稍許，因為橫隔樑作用於大樑之剪力與外在

荷重反向。  

1H

1H

2H

2H

 
圖 2.7  橫隔樑與大樑之互制 (橫斷面圖 )  

 
圖 2.8  大樑翼鈑與橫隔樑之互制 (平面圖 )  

步驟4：計算由上述垂直剪力所造成在頂鈑與底鈑之次要彎矩

（ Secondary Bending）。  

    作用於大樑斷面上縱向彎矩之來源有二，即：  
‧由外部荷重造成之主要彎矩  
‧由橫隔樑端之垂直剪力造成，作用於大樑斷面上之次要彎矩  
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    參考圖 2.7，吾人如假設 1pM 與 2pM 分別為上部結構第 1 根與第

2 根大樑某斷面上之主要彎矩， V1M 與 V2M 為垂直剪力造成之次要

彎矩，則大樑斷面上之縱向彎矩 1M 與 2M 便可表示如下：  

V11p 1 MMM += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-9)  

V22p2 MMM += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-10)  

然而由於：  

12V1V2 LLMM ×= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-11)  

式中之負號代表 V1M 與 V2M 反向， 1L 與 2L 則分別代表第 1 根與第 2
根大樑之跨距長度。綜合以上三式，吾人可得：  

( )12V12p1p21 LL-1MMMMM ++=+ . . . . . . . . . . . . . . (2-12)  

因為 ( )12V1 LL-1M 之值通常甚小，吾人可以略之，因此，式 (2-12)
可以改寫為：  

2p1p21 MMMM +=+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-13)  

由式 (2-7)、式 (2-8)與式 (2-13)，吾人便可得到下式，即：  

K
MM

V 2p1p += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-14)  

    由此式吾人可以清楚看出，橫隔樑端作用於大樑之垂直剪力

可由大樑斷面上之縱向彎矩直接求出。  

步驟5：總和計算由主要彎矩、次要彎矩與橫向彎矩造成之正向

應力。  

    直至目前為止，吾人所探討之對象均侷限於大樑與橫隔樑之

互制。對於此種互制行為，有另一種情況吾人亦必須列入考量，

即大樑翼板本身與橫隔樑之互制，如圖 2.8 所示。由圖中吾人可

以清楚看出，翼鈑在此種互制行為中所扮演之角色有如連續樑，

此樑之支撐點有如橫隔樑。由傳統結構力學分析吾人可知，如果

做用於此連續樑之荷重強度為 q ，則在此連續樑可能發生之最大

側向彎矩為：  

10
qdM

2

Lat = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-15)  
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由前述式 (2-4)，吾人已知：  

Rh
Mq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-16)  

因此，式 (2-15)可以改寫為：  

10Rh
MdM

2

Lat = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2-17)  

    式中 M=作用於大樑某斷面上之總縱向彎矩，及主要彎矩與

次要彎矩之總和。  

步驟6：由上述步驟2與3所求得之水平與垂直力求得作用在橫隔

樑之應力。  

    V-Load Method 之最大特色在於將原為非常繁複之結構分析

具體地簡化，由上述諸步驟之內容，吾人可以看出，曲線 I 型鋼

橋上部結構之主要結構反應均可藉由此簡易分析方法得之。  

    直至目前為止，吾人在本章中所討論之 I 型鋼橋上部結構系

統只有 2 根大樑，然事實上，吾人必須注意，曲線 I 型鋼橋上部

結構鮮少只有 2 根大樑者。因此，前述之理論必須擴展至多樑系

統（三根或以上），如圖 2.9 所示。一般而言，為有效分析多樑系

統，吾人可將其結構行為分為兩部份，即：  

‧格樑效應（ Grid Effect），與  
‧曲率效應（ Curvature Effect）  

    所謂格樑效應意指吾人將整個橋樑上部結構模擬為格樑系

統，其縱向 (即橋樑長度方向 )由大樑組成，橫向 (與橋樑長度方向

垂直 )則由橫隔樑構成，不論橋樑為直線形或曲線形，此格樑系統

均為橋樑承受外力之主要構件，然後其主要結構反應便可依傳統

之結構分析 (每次僅考慮單樑 )與橫向傳遞因數之觀念綜合而得

之。  

    曲率效應與橋樑上部結構之幾何特性有密切關係，其基本假

設有下列兩項，亦即：  

‧  以上部結構中心線為準，外樑 (曲率半徑較大者 )承受之荷重比

實際外在    

荷重大一些，此乃因為曲率之故 (參考圖 2.9) 
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‧  以上部結構中心線為準，其內樑 (曲率半徑較小者 )承受之荷重

比實際外  
在荷重稍小，此乃因為曲率之關係，使橫隔樑端作用於大樑之

垂直剪力與外在荷重反向 (參考圖 2.9) 

    由圖 2.9 中吾人亦可清楚看出， 1V 、 2V 與 3V 分別是作用於橫隔

樑之剪力，其中作用於最外側大樑之剪力為 V，其值等於 1V ，然

後以橋樑中心線為準，依距離之比例，則作用於內樑之剪力便為

V/3。其詳細之推導過程亦可參考圖 2.9。  

    如前述， V-Load Method 之最大特色在於將原為非常繁複之

結構分析具體地簡化，在較進步之格樑相似法與有限元素法電腦

程式未在曲線鋼橋工程界普遍使用之前， V-Load Method 常被用

在曲線 I 型鋼橋之初步設計，只要曲率半徑不是太小，則 V-Load 
Method 大致仍可符合工程實務上之基本需求。但吾人必須注意，

V-Load Method 在其發展之初期便有其基本之使用限制與缺失，

今簡述如下：  

1V-Load Method 只能接受與橋樑平面垂直之荷重，對於其他方向

之荷重 (例如風力與地震力 )，則必須經過另一次完整之分析，然

後將其應力總結。  

2對橋樑某一橫斷面而言，在 V-Load Method 中均假設作用在大  
 樑 (在一個橫斷面有數根大樑 )之剪力分布為線性。但是事實上， 
 對於一個曲線 I 型鋼橋橫斷面而言，如果不同大樑之垂直勁度有  
 異 (例如在負彎矩區通常大樑之勁度較正彎矩區為大 )時，則其橫  
 斷面之剪力分佈必呈非線性。例如，對於一座曲線 I 型鋼橋承受  
 非對稱之垂直荷重時便有上述情況存在，文獻【 30】即指出在此  
 情況之下，V-Load Method 所得之結果與由 MSC/NASTRAN【 32】  
 比較之下有極大之差異。圖 2.10 所示及為利用 MSC/NASTRAN
【 30， 32】有限元素分析平面曲線 I 型鋼橋時之典型模擬形式。  
3V-Load Method 無法應用在封閉式之曲線 I 型鋼橋系統。此處所

謂封閉式系統係指兩個相鄰 I 型鋼樑之間具有位於腹鈑上端之

上弦桿 (Top Chord)與腹鈑下端之下弦桿 (Bottom Chord)之橫隔

樑，因此，鋼橋斷面類似封閉形式。橫隔樑系統佈置對上部結

構之結構穩定性行為具有非常重要之地位。眾所周知，橫隔樑

與大樑均是橋樑上部結構之主要受力構件，其佈置形式，勁度

與間距均會造成橋樑上部結構整體結構行為之差異；例如設計

良好之橫隔樑系統便可以將橋樑上部結構之外力荷重均勻地 (縱
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向與橫向 )分佈出去，間接達到上部結構設計時所強調之載重橫

向傳遞 (Lateral  Distr ibution)之要求。  

    V-Load 雖然有上述之缺點，但時至今日，縱然幾經有為數不

少之曲線 I 型鋼橋分析方法研發成功，然只要在使用條件內，其

精確度亦受大眾肯定。因此，從時間效益與方便性而言，目前仍

有 為 數 不 少 之 工 程 顧 問 公 司 在 規 劃 與 初 步 設 計 階 段 皆 採 用

V-Load Method。然而吾人在此必須強調，從橋樑工程設計之精確

性與對專業負責之態度而言， V-Load Method 雖可用在初步設計

階段，但在細部設計與最後檢核之階段，橋樑工程師應棄 V-Load 
Method 而改用其他方法 (例如格樑相似法或有限元素法 )，以其求

得更精確之結果。  
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橋樑上部結構
中心線外樑 內樑

a b c

H

h

H
1V

1VV =
2V 3V

3V 3V

D/6 D/6

3D/6 3D/6

D

V

 

 
( )

( )[ ] ( )
( )[ ] ( )
( )[ ] ( )RdMc-3DV

RdMbVb-3DV
RdMbVa-3DV

RdMaVHh

43

332

221

11

=
=+
=+

==

 

                   三式相加：  

3dRD
MMMM

VVV 4321
321

+++
=++  

代入 31 VVV == ， 3VV-V 12 = ：  

( )( )dRD910
MV    

3dRD
MV

3
10 ∑

=
∑

= 或  

                對雙樑系統而言，以
d

RDK = 代入  

( )K910
M

V ∑=∴  

圖 2.9  具多樑系統之 I 型鋼橋  
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圖 2.10  MSC/NASTRAN 之有限元素分析模式  
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表 2.1 可用於曲線 I 型鋼橋分析之格樑元素  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

來源  翹曲效應  結構矩陣  適用性  

型式  
作者  年代  包括

不包

括  
勁度 柔度  

開放

式斷

面  

封閉

式斷

面  

Vlasov 1961 √     √   

Konishi  

Komatsu 
1965 √     √  √  

數學

解析

方程

式  Brookhart  1967 √     √   

Dabrowski  1968 √     √  √  微分

方程

式  
Li  1987 √     √  √  

Komatsu ,  

Nakai  and 

Nakanishi  

1971  √     √  

Heins  

Spates  
1970 √     √   

有限

差分

法  

Oleinik 

Heins  
1975 √      √  
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表 2.1 可用於曲線 I 型鋼橋分析之格樑元素 (續 )  
來源  翹曲效應  結構矩陣  適用性  

型式  
作者  年代  包括

不包

括  
勁度 柔度  

開放

式斷

面  

封閉

性斷

面  

Baron 1961  √      

Sawko 1968  √   √  √  √  

Morr is  1968  √  √   √   

Young 1969  √   √  √   

Tung ,  

Fountain 
1970  √     √  

曲線

薄壁

樑元

素，

不含

翹曲

效應  
Lavel le ,  

e ta l .  

Cugar  

1971  √  √   √   

Ho 1972  √  √     

Rei l ly  1972 √   √   √  √  

Mondkar  

Poweel  
1974 √   √   √   

Chandhary 1984 √   √   √   

直線

薄壁

樑元

素，

含翹

曲效

應  
Chen,  Hu 1988 √     √   
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表 2.1 可用於曲線 I 型鋼橋分析之格樑元素 (續 )  
來源  翹曲效應  結構矩陣  適應性  

型式  
作者  年代 包括

不包

括  
勁度 柔度  

開放

性斷

面  

封閉

性斷

面  

Lavel le  

Cugar2 
1975 √   √   √   

Lavel le  

Cugar3 
1976 √   √   √  √  

EI-Amin 

Brot ton 
1976 √   √   √   

Thorntan 

Master  
1977 √   √   √   

Hong 1979 √   √   √   

Chang,Heins ,  

Li  and Shi  
1984 √   √   √  √  

Waldron 1986 √    √  √  √  

曲線

薄壁

樑元

素，

含翹

曲效

應  

Hsu 1989 √   √   √  √  
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第三章  曲線薄壁鋼樑之力學行為  

3.1 前言  

    以格樑相似法 (Grid Analogy Method)解析曲線 I 型鋼橋之結

構行為乃是目前橋樑工程界中最常採用者。在格樑相似法中，  I
型鋼樑必須以薄壁鋼樑 (直線形或曲線形 )模擬，而其橫隔樑系統

亦必須以直線形之薄壁鋼樑處理之，因此，薄壁鋼樑可謂格樑相

似法之基本組成元件或元素 (Element)。  

    為進行本研究，首先以著名之伏拉索夫 (Vlasov)曲線樑原理

【 33】為基礎，循序漸進，由淺入深，將曲線薄壁鋼樑之力學行

為作系統化之探討。  

3.2 伏拉索夫之薄壁曲線樑理論  

    伏拉索夫曲線樑原理【 33】有兩個基本假設，即：  

1薄壁鋼樑橫斷面之形狀在外力作用之下均保持不變；亦即橫斷  
 面無畸變現象，但可能有縱向 (鋼樑長度方向，即 x 軸向 )翹曲變  
 形。  
2薄壁鋼樑橫斷面之剪力變形可以完全忽略，此乃因為剪力變形  
 造成之應變能 (Strain Energy)與彎矩應變能比較之下極其微小。  

    如由圖 3.1(a)之薄壁鋼樑觀之，伏拉索夫曲線樑原理【 33】
之第二個假設可以下式表之，即：  

( ) ( ) 0
x

sx,
s

sx,u
xs =

∂
∂

+
∂

∂
=

υγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-1)  

    式中 =xsγ 沿橫斷面薄壁中心面 (Middle Surface)造成之剪應變  
        =u 正向變形 (Normal Deformation)，沿 x 軸方向，與橫斷  
          面垂直  
        =υ 沿 s 座標之剪力變形，見圖 3.1(b) 
        =s 伏拉索夫曲線樑原理【 33】中沿薄壁厚度中心面所定  
          義之座標系統，在此以壁厚中線座標稱之，見圖 3.1(a) 

    伏拉索夫理論【 33】之第二個假設無法應用於具有典率之 I
型鋼樑。  
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dxz

y

x

dx

j

i
k

 
（ a）  典型之薄壁鋼樑元素  

υ

 
(b)剪力變形  

圖 3.1  伏拉索夫理論第二個假設  

    針對伏拉索夫理論【 33】，達伯文斯基 (Dabrowski)  【 34】進

行了一系列之研究，其證明在忽略彎矩與翹曲扭曲造成之剪力變

形之前提下，薄壁封閉型斷面受到扭曲荷重時之剪應變可以下式

表之，即：  

( ) ( )
Gt
q

x
sx,

s
sx,u s

xs =
∂

∂
+

∂
∂

=
υγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-2)  

      式 中 =sq 薄 壁 上 之 剪 力 流 (Shear Flow) ， 其 為 某 一 定 值

(Constant)  
          =G 彈性剪力模數 (Shear Modulus of Elastici ty) 
          =t 箱型鋼樑之薄壁厚度  

3.3 薄壁樑之動自由度系統 (Kinematic System) 

    為了決定薄壁斷面上任一點變形位置之變化，首先必須建立

其動自由度系統。ㄧ般而言，為了能具體描述斷面上任一點之變

形位置，可以採用三個變位分量來表示 (如圖 3.2 所示 )，即：  

1縱向變位分量， u，即沿 x 軸向，與 y-z 平面垂直。  
2沿壁厚中線座標 (s )切線方向之變位分量， υ，以切線變位分量  
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 稱之。  
3與壁厚中線座標垂直之變位分量， n，以法線變位分量稱之。  

 
u=u(x,s )=縱向變位分量  

υ =υ (x ,s )=切線變位分量  
n=n(x ,s )=法線變位分量  

s=壁厚中線座標  

圖 3.2  薄壁鋼樑元素中任一點之變位分量 (u ,υ ,n)  

    此三個變位分量 (u , υ ,n)構成ㄧ個右手定則之移動式垂直座

標，且其為兩個獨立變數 (即圖 3.2 中之 x 與 s)之函數，然吾人必

須注意，惟推導每個變位分量均含有兩個獨立變數之變位微分方

程式甚為繁複，而且可能造成欲研發包含翹曲效應之薄壁樑元素

之困擾，因此，應構思另外一種較為簡潔之座標來描述橫斷面上

任一點之變形狀態。  

    對任一薄壁斷面而言，其形心位置不見得與剪力中心之位置

相同，然而，吾人亦可確信，橫斷面任一點之變形位置應同時與

形心、剪力中心具有某種程度之關係。有鑑於此，在此構思以四

個變位分量 (如圖 3.3 所示之 ηξζ ,, 與 φ )來描述橫斷面上任一點之

變形狀態，而且此四個變位分量僅是縱向座標 x 之函數。如圖 3.3
所示，此四個變位分量中，  

     ζ (x)=形心之縱向變位 (x 軸分向 )  

     ξ (x)=剪力中心之側向變位 (y 軸分向 )  

     η (x)=剪力中心之垂直變位 (z 軸方向 )  

     φ (x)=剪力中心之旋轉角  
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圖 3.3  薄壁鋼樑斷面之廣義變位分量  

    由伏拉索夫曲線樑原理【 33】之第一個假設，對薄壁斷面上

任一點而言，其側向變位可由圖 3.2 中之 υ與 n 變位向量描述之，

且其應與斷面之剪力中心變位及斷面旋轉角有關。基於此，如仔

細審視圖 3.4，則可清楚看出， υ與 n 可以下式表之，即：  

υ (x ,s )=ξ (x )cosα (s )+η (x )s inα (s )+ψ (x )p(s ) . . . . . . (3-3)  

n(x ,s )=-ξ (x )s inα (s )+η (x )cosα (s )+ψ (x )q(s ) . . . . . (3-4)  

式中 y ,  z=以斷面形心為基點之主軸 (Centroidal  Principal  Axes) 
x=經過斷面形心之縱軸  
s=壁厚中線座標  

    α (s)=壁厚中線座標上某一點之切線與 y 軸之夾角，如圖 3.4 
         所示  
    p ( s ) , q ( s ) =以壁厚中線座標上某一點為基準之斷面剪力中心  
         位置，如圖 3.4 所示。  
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i

s

j

υ(x,s)
n(x,s)

q(s)

η

ξ
ψ

c.g.

s.c.

α

p(s)

y

α s

d(s)

d(y)

d(z)

 
 

圖 3.4  薄壁鋼樑之某一段  

    如再仔細參閱圖 3.4，亦可清楚看出，式 (3-3)與式 (3-4)中之

最後一項事實上是在表示整個斷面以剪力中心為轉軸而旋轉所造

成之變位。  

    對一個單室 (Single Cell)箱型樑而言，其受到純扭曲荷重造成

在薄壁上之剪力流可以下式表之，即：  

0

x
s 2A

Mq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-5)  

    式中 0A =薄壁中線所包圍而成之面積  

    另一方面，對單室箱型鋼樑而言，由布萊德薄管原理 (Bredt’s 
thin-tube theory)，其純扭曲常數， tK ，可以表示成：  
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∫
=

t
ds

4AK
2
0

t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-6)  

    其純扭曲， υsM ，可以下式表之，即：  

(x)'GKM ts φυ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-7)  

     如將式 (3-6)代入式 (3-7)，可得知：  

(x)'

t
ds

4A
GM

2
0

s φυ

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∫
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-8)  

     綜合式 (3-5)，式 (3-6)與式 (3-8)，可以得到下式 (剪應變 )，即： 

(x)'

t
ds

2A
t
1     

(x)'
t
1     

Gt
q

0

s
xs

φ

φ

γ

⋅⋅=

⋅Γ⋅=

=

∫

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-9a)  

     式中 =Γ 幾何常數 (Geometric Constant)，對單室箱型斷面而

言，其定義如下：  

∫
=Γ

t
ds

2A0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-9b)  

      另一方面，由圖 3.4 亦可看出下列之幾何方程式，即：  

αcos =
ds

dy(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-10a)  

ds
dz(s)sin =α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-10b)  

      利用此二方程式，式 (3-3)便可重新表示成：  

(x)p(s)
ds

dz(s)(x)
ds

dy(s)(x)s)(x, φηξυ ++= . . . . . . . . . . . . . . . . (3-11)  

      然後將式 (3-9)與式 (3-11)代入式 (3-2)，便可得到下式，即： 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++⋅=

∂
∂

∫
(x)p(s)'

ds
dz(s)(x)'

ds
dy(s)(x)'-

t
(x)'

t
ds

2A
s

s)u(x, 0 φηξφ . . (3-12)  

      利用此式針對壁厚座標 s 積分之，式 (3-12)便可重新表示成： 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++=

∫ ∫
∫

∫ ∫
∫

∫

∫ ∫
∫

s

0

s

0

0
0

s

0

s

0

0s

00

s

0

s

0

0
0

t
ds

t
ds

2A
-p(s)ds(x)'-(x)z(s)'-(x)y(s)'-s)(x,u          

t
ds

t
ds

2A
-p(s)ds(x)'-(x)dz(s)'(x)dy(s)'-s)(x,u          

ds(x)p(s)'
ds

dz(s)(x)'
ds

dy(s)(x)'-ds
t
'

t
ds

2A
s)(x,us)u(x,

φηξ

φηξ

φηξφ

. . . (3-13)  

    上式中， 0u 為某一積分常數值，其與鋼樑橫斷面形心之縱向

變位 (x)ξ 亦有關聯。另一方面，由伏拉索夫曲線樑原理【 33】中之

定 義 ， 開 放 式 斷 面 之 單 位 翹 曲 ( openω ) 或 段 式 座 標 (Sectorial  
Coordinate)可以下式表之，即：  

dsp(s)
s

0open ∫=ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-14a)  

    此函數之物理意義事實上乃是面積，如圖 3.5 所示。另一方

面，仿效式 (3-14a)，如將封閉式斷面之段式座標定義為：  
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0R

=0R
=i

( ) ( )∫ =
s

0
0 jkRdssp

 

圖 3.5 翹曲函數之物理意義  

∫ ∫ ∫∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Γ

==
s

0

s

0

s

0
ds
t

0
0 ds

t
-p(s)

t
ds2A

-p(s)ds(s)ω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-14b)  

式 (3-13)便可表示成：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sx-szx-syx-sx,usx,u 00 ωφηξ ˆ′′′= . . . . . . . . . . . . (3-15a)  

    比較式 (3-14b)與 (3-14a)，則可清楚看出式 (3-14b)意指封閉式

斷面以形心為基準點之單位翹曲。而式 (3-14b)之最後一項，即：  

( ) ( )xs0 φωω ′= ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-15b)  

即是橫斷面上某一點之翹曲彎曲。  

    綜觀式 (3-3)，式 (3-4)與式 (3-15)，可以清楚看出，薄壁鋼樑

斷面上任一點之變位分量 [亦即圖 3.2 中之 ( )sx,u ， ( )sx,υ 與 ( )sx,n ]可
以七個動自由度 [即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xx  ,x  ,x  ,x  ,x  ,x φηξφηξζ ′′′ 與 ]表之，而且此

七個動自由度均僅為單一變位數 x 之函數。  

    綜合上述，亦可清楚認知，薄壁鋼樑受力作用時其斷面上任

一點之變形位置，必須有七個動自由度方可具體描述之。然而，

對一個平面格樑系統而言，所有之外載重均與格樑平面垂直，因

此，在格樑平面之變形可以忽略。據此，上述之七個動自由度只

剩下四個 (即 φηφη ′′與  ,  , )適用於格樑相似法之結構分析，其中，φ′代
表與翹曲相關之自由度。  
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3.4 薄壁鋼樑之彈性原理  

    本章所述薄壁鋼樑之材質均具有均質性 (Homogeneous)與等

向性 (Isotropic)，且其應力 -應變關係限定於線彈性 (Linear Elastic)
範圍之內。由前述圖 3.2(x ,s ,n 座標系統 )觀之，且根據彈性原理，

吾人可得下列六個應變方程式，即：  

( )[ ]/E- nsxx σσνσε += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16a)  

( )[ ]/E- xnss σσνσε += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16b)  

( )[ ]/E- sxnn σσνσε += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16c)  

/Gxsxs τγ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16d)  

/Gsnsn τγ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16e)  

/Gnxnx τγ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-16f)  

上式中 =ν 柏松比 (Poisson’s Ratio)，  
      =E 彈性模數 (Elastic Modulus) 

由前述伏拉索夫曲線樑原理之第一個基本假設，吾人可知：  

0s =ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-17a)  

0n =ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-17b)  

0sn =γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-17c)  

因此，式 (3-16b,c 與 e)可引伸出下列方程式，即：  

( ) 0- xns =+σσνσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-18a)  

( ) 0- sxn =+σσνσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-18b)  

0sn =τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-18c)  

    另一方面，由於薄壁鋼樑之壁厚甚薄，無法傳遞與壁面垂直

之任何力量，因此，  

0n =σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-19)  

0xn =τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-20)  
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    至此，綜合式 (3-16)至式 (3-20)，吾人可以看出， ( )ns,x, 座標系

統中之應力與應變只有四項具有實用之意義，即： xsxsx   ,  , τεσσ 與 。

而且：  

xs νσσ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-21a)  

[ ]
( ) /E-1    

/E-

x
2

sxx

σν

νσσε

=

=
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-21b)  

如進一步設定：  

( )2
1 -1E/E ν= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-22)  

則式 (3-21b)便可表示成：  

/Exx σε = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-23)  

    此式乃是在薄殼元素 (Thin Shell  Element)中非常著名之應力 -
應變關係式。將式 (3-23)代入式 (3-21a)，便可得到下式，即：  

( )2
xx1xs -1/EE ννενενσσ === . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-24)  

上式中之 sσ 與 xσ ， xsτ 比較下非常微小，因此，可忽略之。  

綜合以上所述，可以清楚知悉，在薄壁結構中，事實上只有 xσ
與 xsτ 兩個與應力有關之項最為重要。另一方面，為了方便起見，

彈性模數之修正值 ( )1E 在下一節中將以 E 註記之，以求全文之前後

連貫。  

3.5 正向應力  

薄壁鋼樑斷面上任一點沿縱軸（ x 軸）量測之應變可以下式表之，

即：  

( ) ( )
x

 s ,xu s ,xx ∂
∂

=ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-25)  

因此，正向應力可以表示成：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]sx-szx-syx- s ,xuE s ,x 00x ωφηξσ ˆ′′′′′′′= . . . . . . . . . . (3-26)  

    由於 y ,  z 軸乃是經過斷面形心之主軸，其一次慣性矩與積慣
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性矩 (Product Moment of Inert ia)便可以下列諸式表之，即：  

∫ =
A

0ydA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-27a)  

∫ =
A

0zdA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-27b)  

∫ =
A

0yzdA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-27c)  

式 (3-26)之括號內之第一項可由式 (3-28)之力平衡方程式得知，

即：  

∫ =
A

x NdAσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-28)  

式中 =N 外在之軸向力  

綜合上述，且由式 (3-26)對整個橫斷面積 (A)積分之，則可得下列

二式，即：  

( ) ( ) ( ) NdAsx-A s ,xuE
A

00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′ ∫ωφ ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-29)  

( ) ( ) ( )∫
′′

+=′ tds s
A

x
EA
N s ,xu 00 ωφ ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-30)  

將式 (3-30)反代入式 (3-26)，吾人便可將正向應力， xσ ，表示成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡′′+′′′′= ∫ s-tds s

A
1xEszxE-syxE-

A
N s ,x 00x ωωφηξσ ˆˆ . . (3-31)  

針對上式，如定義：  

( ) ( )∫= s-tds s
A
1

00n ωωω ˆˆˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-32)  

則式 (3-31)便可以改寫成：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sxEszxE-syxE-
A
N s ,x nx ωφηξσ ˆ′′+′′′′= . . . . . . . . . . (3-33)  

上式中， ( )s0ω̂ 即是文獻【 33-35】定義之〝法化單位翹曲函數〞

(Normalized Unit  Warping Function)。圖 3.6 所示即為典型箱型鋼

樑之法化單位翹曲函數圖。  
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圖 3.6  典型箱型鋼樑斷面之法化單位翹曲函數  

    由於吾人選定之參考桿（見前述圖 3.5 之 Reference Pole）與

斷 面 形 心 同 位 置 ， 其 段 式 坐 標 之 初 始 半 徑 （ Init ial  Radius of 
Sectorial  Coordinates）， ( )xω ，與斷面主軸之初始半徑亦相同，因

此，可得下列諸式：  

( )∫ =
A

n 0dAsω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-34a)  

( ) 0ydAs
A

n =∫ω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-34b)  

( )∫ =
A

n 0zdAsω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-34c)  

    緊接著，將式 (3-33)等號之兩邊分別乘以 ( ) ( ) ( )ssz  ,sy nω̂與 ，然後

再將此式對整個橫斷面積積分之，便可得下列諸式，即：  

( ) ( ) ( )∫ ′′==
A

yxy EIx-dAsz s ,xM ησ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-35a)  

( ) ( ) ( ) z
A

xZ EIxdAsy s ,x-M ξσ ′′== ∫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-35b)  

( ) ( ) ( )∫ ′′==
A

wnxi EIxdAs s ,x-B φωσ ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-35c)  
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式中 yI ， =zI 針對形心主軸 y 與 z 軸之二次慣性矩，  
    =wI 翹曲常數【 33-36】，其定義為：  

( )∫=
A

2
nw dAsI ω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-36)  

式中 yM ， =zM 針對形心座標軸 y ,  z 之外在彎矩  
    =iB 雙彎曲 (Bimoment) 

    式 (3-35c)中之負號純粹是由於 xσ ， nω̂ 與 iB 之符號定義。在本

文中，構成雙彎矩之兩個彎矩互視之，在此定義其方向以逆時針

為正，如圖 3.7 所示。  

 

圖 3.7  正雙彎矩之符號定義  

將式 (3-35)代入式 (3-33)，正向應力 ( xσ )之通式便可表示成：  

w

ni

z

z

y

y
wbzbynx I

B
-

I
zM-

I
zM

A
N ω

σσσσσ
ˆ

+=+++= . . . . . . . . . . . . . (3-37)  

    此式中，正向應力 ( ) s ,xxσ 由廣義力 (Generalized Forces) ( )xN ，

( )xM y ， ( )xM z 與 iB 表示而成。前三項與傳統材料力學之理論無異，
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其基本假設為尤拉 -伯努利 (Euler-Bernoull i)原理。第四項與翹曲正

向應力有關，其斷面受到扭曲荷重後原有之平整性消失，且其翹

曲係依照尤拉索夫之段式面積（見圖 3.5）理論【 33】。  

3.6 剪應力  

    回顧前述之式 (3-2)，可以清楚看出，將伏拉索夫曲線樑原理

【 33】應用於薄壁鋼樑之最大缺失在於其僅考慮純扭曲造成之剪

應變，而翹曲扭曲造成之剪應變 ( )wγ 則完全忽略，此意謂著吾人

無法利用翹曲剪應力 ( )wτ 、翹曲剪應變 ( )wγ 之相互關係求解翹曲扭

曲剪應力，必須另謀他法，利用薄壁鋼樑縱向之力平衡條件方可

得之。  

    封閉式斷面之剪應力求解可以利用開放式斷面為之，然後再

將其缺口兩側利用相容性 (Compatibil i ty)之原理使其具有封閉式

斷面之特性。如圖 3.8 所示，圖中之 y、 z 軸為通過形心之主軸，

考量某一微小元素 tdsdx，則由其 x 方向之力平衡，則吾人可以得

知：  

( )dxds
s
ttdx

δ
τδτ +

( )dxds
s
ttdx

δ
σδσ + tdxτ

tdxσ

 

圖 3.8  典型開放式薄壁樑於縱向之剪力平衡  

( )
x
t-

s
t

∂
∂

=
∂
∂ στ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-38)  

    式中 =τ 剪應力。將上式由斷面之開口邊緣積分 s 之距離，則
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可得剪力流表示式如下：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )scds
x

 s ,xst-st s ,x
s

0

+
∂

∂
= ∫

στ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-39)  

    式中 ( )sc 為某一積分常數，且其在薄壁鋼樑縱向斷面開口處

( )0s = 無外在之縱向剪力荷重之情況下，此積分常數值應自動消失

(等於零 )。將式 (3-37)微分，然後代入式 (3-39)，則可得：  

∫ ∫ ∫++=
s

0

s

0

s

0
n

iz

z

y

y

tds
dx
dB

I
1ytds

dx
dM

I
1ztds

dx
dM

I
1-t ωτ

ω

ˆ . . . . . . . . . . (3-40)  

另一方面，吾人亦可由材料力學之基本原理得知下列四式，即：  

dx
dM

V y
z = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-41a)  

dx
dM-V z

y = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-41b)  

∫=
s

0
z ytdsQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-42a)  

∫=
s

0
y ztdsQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-42b)  

式中 yV， =zV 沿 y ,  z 軸之正方向，由彎矩造成之剪力 (Bending Shear)  
    yQ ， =zQ 針對 y ,  z 軸之一次慣性矩  

接著，如定義下式：  

∫=
s

0
ntdsS ωω ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-43)  

為翹曲靜慣性矩 (Warping Static Moment) 【 33， 35】，則式 (3-40)
可以改寫成：  

dx
dB

tI
S

tI
QV

-
tI

QV
- i

y

yz

z

zy

ω

ωτ += . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-44)  

圖 3.9 所示即為典型薄壁 I 型與箱型鋼樑之翹曲靜慣性矩圖。  
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fb

wt

ft

16
bht

S
2
ff

max =ω

 

(a)   I 型鋼樑  

 

(b)  箱型鋼樑  

圖 3.9  典型薄壁鋼樑之翹曲靜慣性矩圖  

雙彎矩， iB ，與翹曲扭曲， ωM ，之關係式可以下式表之【 35】，
即：  

φωω ′′′== -EI
dx
dB

-M i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-45)  

因此，出現於式 (3-44)中第三項之剪力流 (由翹曲扭曲造成 )便可示

成：  

( )
ω

ωωτ
I
MS

t openw = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-46)  
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    由於吾人所考量之斷面仍為開放式斷面，其缺口仍未相接。

因此，為了將此斷面封閉，在缺口處必須施加某一剪力流 tq 使其

缺口兩端具有連續性。因此，封閉式斷面之翹曲扭曲剪力流便可

表示成：  

( ) tclosed q
I
MS

t +=
ω

ωω
ωτ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-47)  

    因為，在缺口處兩端無相對之變位存在，無翹曲剪力變形，

因此，下式必須成立，即：  

∫ ∫ === 0ds
G

dss
ω

ω
τ

γω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-48)  

    式中 ωγ 乃是由翹曲扭曲造成之剪應變角度。緊接著，將式

(3-48)代入式 (3-47)，解得 tq ，便可得：  

∫

∫
=

t
ds

t
dsS

I
M

-qt

ω

ω

ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-49)  

    為了得到箱型鋼樑斷面翹曲扭曲剪力流之表示成 ( )tωτ ，可將

式 (3-49)代入式 (3-47)而得到下式，即：  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∫

∫

t
ds

t
dsS

-S
I

M
t

ω

ω
ω

ω
ωτ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-50)  

如定義：  

∫

∫
=

t
ds

t
dsS

-SS
ω

ωω̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-51)  

則式 (3-50)便可表示成：  

ω

ωω
ωτ I

SM
t ˆ= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-52)  

    式 (3-51)乃是對封閉式斷面而言，眾所周知之折減翹曲靜慣性

矩 (Reduced Warping Static Moment)。緊接著，將式 (3-52)代入式
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(3-44)，便可得到由於縱向彎矩與翹曲扭曲造成之剪應力，如下

式所示：  

tI
SM

-
tI

QV
-

tI
QV

-
y

yz

z

zy

ω

ωωτ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-53)  

吾人必須注意，式 (3-53)中並未包含由純扭曲所造成之剪應力。  

    對封閉式斷面而言，外在之扭曲荷重由兩部分之內力共同抵

抗，即：純扭曲 ( )υsM 與翹曲扭曲 ( )ωM ，或以下式表之：  

φφ ωωυ ′′′′=+= EI-GKMMM tsx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-54)  

由基本之材料力學原理，吾人已知，純扭曲 ( )υsM 可以下式表之：  

φυ ′= ts GKM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-55)  

    對薄壁封閉式斷面而言，其純扭曲常數， tK ，可以布雷德薄

壁管原理 (Bredt’s thin-tube theory)得之 [與前述式 (3-6)同 ]，即：  

∫
=

t
ds

4A
K

2
0

t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-6)  

t2A
M

0

s
s

υ
υτ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-56)  

    綜合上述，可以清楚看出，造成薄壁鋼樑剪應力者計有彎矩，

純扭曲與翹曲扭曲諸因素。  

3.7 曲線樑元素之力與變位之關係  

    對直線形之薄壁樑而言，其變形狀態可以用四個應變量，即

zyxx   ,  , κκκε 與 表示之。此四個應變量與其相對應之四個自由度可以

下列諸式表示，即：  

ςε ′=x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-57a)  

ηκ ′′= -y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-57b)  

ξκ ′′=z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-57c)  

φκ ′=x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-57d)  
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    式中 yκ 與 zκ 分別是主軸 zx 與 xy 平面之曲率，而 xκ 則是與翹曲

相關之曲率。將上述四式代入式 (3-35)與式 (3-54)，則直線形薄壁

樑之力 -變位關係便可以下列五式代表之，即：  

xEAN ε= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-58a)  

yyy EIM κ= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-58b)  

zzz EIM κ= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-58c)  

xxtx EI-GKM κκ ω ′′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-58d)  

xi EIB κω ′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-58e)  

    對ㄧ個直線薄壁樑而言，只要其變形量甚小，則其變形量便

可以用 Lagrange 座標或 Eulerian 座標描述之，不過，對ㄧ個曲線

薄壁樑而言，即使其變形量甚小，為了描述其包含翹曲變形之影

響，吾人必須充份利用其力平衡與動自由度之關係。  

    由文獻【 37】，曲線樑元素之縱向應變， xε ，可以下式表之，

即：  

Rx
ξςε +′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-59)  

    式中 曲率半徑=R  

    針對 Lagrange 座標系統而言，受到甚小變形量 φηξζ 與  ,  , 之曲

線樑元素之曲率 zyx    , κκκ 為 與其初始未變形狀態在各軸之投影可表

示成：  
φκ ′=x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-60a)  
ηκ ′′= -y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-60b)  

ξξκ ′′++= 2z RR
1- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-60c)  

    式中曲線樑之座標系統定義為：正曲率時， y 軸之正值指向

圓心，反之，負曲率時，y 軸正值之沿長線值背向圓心，如圖 3.10
所示。式 (3-60c)之第一項表示該曲線樑之初始曲率，第二項表示

由於曲線樑 ( )xξ 伸長量之變化而造成之曲率變化。此現象亦可由

下式看出：在 y 軸正值方向之變形 ( )xξ 所造成 xy 平面之曲率事實

上乃是曲率半徑之倒數，據此，吾人可以得到下式，即：  
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( ) ξξξ
ξ

2-1-2-1-1- R-R...R-RR-
R

1-
+=++=+=

+
. . . . . . . . . . . . . . (3-61)  

    上式中，較高階之項省略之。  

 

(a)  負曲率  

 

(b)  正曲率  

圖 3.10  曲線樑元素之曲率符號定義  

    為 了 將 曲 線 樑 元 素 之 變 形 狀 態 由 Lagrange 座 標 轉 換 為

Eulerian 座標，必須建立一個 Jacobian 旋轉矩陣（兩座標系統間

有 9 個方向餘弦，Direction Cosines）。其在變形狀態下之 Eulerian
座標假設為 11 y  ,x 與 1z 。然後，在 Eulerian 座標下之曲率方程式便

可表示成：  
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( ) ( ) ( )1z1y1xx zxcosyxcosxxcos
1

κκκκ ++= . . . . . . . . . . . . . (3-62a)  

( ) ( ) ( )1z1y1xy zycosyycosxycos
1

κκκκ ++= . . . . . . . . . . . . . (3-62b)  

( ) ( ) ( )1z1y1xz zzcosyzcosxzcos
1

κκκκ ++= . . . . . . . . . . . . . (3-62c)  

     或以矩陣型式表示成：  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′

′′

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z

y

x

z

y

x

1    -   -
     1     -
          1  

1

1

1

κ

κ
κ

φη
φξ
ηξ

κ

κ

κ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-63)  

    吾人必須注意，此旋轉矩陣中對角線上之三個單位值乃是由

於曲線樑上非常微小之變形值 ηξ   , 與微小之旋轉角 φ。將式 (3-60)
代入式 (3-62)，吾人便可得到下列諸式，即：  

ξηξξηφκ ′′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′+′+′= -

RR
1-

2x1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-64a)  

ξηξξφηκ ′′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′++′′= -

RR
1-- 2y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-64b)  

φηηφξξκ ′′′′+′′= --
R2z1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-64c)  

    上式中，如將 ξ， η， φ與其微分項之乘積忽略，同時刪除 R1
（亦指初始曲率， Init ial  Curvature）項，則吾人便可得到下列之

彎矩與扭曲曲率諸式，即：  

R
-x
ηφκ
′

′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-65a)  

R
--y
φηκ ′′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-65b)  

2z R
- ξξκ ′′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-65c)  

    利用式 (3-64)之曲率方程式與式 (3-59)之縱向應變方程式，則

曲線薄壁樑元素之力 -變位關係式便可表示成：  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′=

R
EAN ξς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-66a)  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′=

R
--EIM yy
φη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-66b)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′= 2zz R

EIM ξξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-66c)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′′

+′′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′=
R

EI-
R

GKM tx
ηφηφ ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-66d)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′

′′=
R

-EIBi
ηφω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-66e)  

    至此可以清楚看出，當曲率半徑無限大時，上述五式之表示

法事實上與直線薄壁樑之表示法完全相同。  

3.8 曲線薄壁樑元素之力平衡關係  

    如圖 3.11 所示，考量曲線鋼樑某ㄧ小段元素之力平衡，此元

素受到六種外力，亦即：  

    1沿著每ㄧ軸之正向均佈荷重（ xq 、 yq 與 zq ）  
    2針對每ㄧ軸之均佈扭曲荷重（ xm 、 ym 與 zm ）  

R

曲率中心

z z yy

xx

(a) 曲線薄壁樑元素座標系統

y
z

x

(b) 均佈荷重

yq
zq

xq ym
zm

xm

y
z

x

(c) 均佈扭曲荷重
 

圖 3.11  典型曲線薄壁樑元素受到之外力圖  

    在力平衡條件之下，作用於 x、 y 與 z 軸之合力必須為零，同

時針對每ㄧ軸合成彎矩亦必須等於零，如圖 3.12(b)至 3.12(f)所
示。因此，六個靜力平衡方程式可以表示成：  

∑ = 0Fx ； 0q
R

V
x
N

x
y =++

∂
∂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67a)  

∑ = 0Fy ； 0q
R
N-

x
V

y
y =+

∂

∂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67b)  
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∑ = 0Fz ； 0q
x

V
z

z =+
∂
∂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67c)  

∑ = 0M x ； 0m
R

M
x

M
x

yx =++
∂
∂

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67d)  

∑ = 0M y ； 0mV-
R

M
-

x
M

yz
xy =+

∂

∂
. . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67e)  

∑ = 0M z ； 0mV
x

M
zy

z =++
∂
∂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-67f)  

    上述六個靜力平衡方程式通常可用來推導未含翹曲效應之曲

線薄壁樑元素。不過，翹曲效應對曲線薄壁鋼樑之結構行為影響

至鉅，因此，單從力平衡之條件仍然不足以推導曲線薄壁鋼樑之

勁度矩陣。如同文獻【 38， 39】之研究結果顯示，未含翹曲效應

所估算出來之結構反應可能低估，甚至於產生明顯錯誤。因此，

為了推導曲線薄壁鋼樑之勁度矩陣，除了力平衡條件之外，必須

另謀他途方可。  

dx

R R

dφ

z zy y

x x

(a) 座標定位

 

圖 3.12  曲線薄壁鋼樑元素之力平衡  
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xq

yV

dx
x

V
V y

y ∂
∂

+

dx
x
NN
∂
∂

+

∑ =
∂

++
∂
∂

= 0
R
V

q
x
N  ,0F y

xx

xq

yV

dx
x

V
V y

y ∂
∂

+

dx
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∂

+
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∂
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= 0
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圖 3.12  曲線薄壁鋼樑元素之力平衡 (續 )  
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xm

yM

dx
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圖 3.12  曲線薄壁鋼樑元素之力平衡 (續 )  
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3.9 變位方程式  

    為了推導曲線薄壁樑元素之變位微分方程式，式 (3-67)之力平

衡方程式必須與式 (3-66)[此式乃在於表達元素內力與變位之關係 ]
一起考量。  

    由於式 (3-66)中未考量剪力之影響，因此，動自由度 η與其微

分項並未出現在式 (3-66a)之軸向力 (N)中，因此，式 (3-67)之六個

方程式可以刪除其中之 yV ， zV 與 N 三項，剩下之三個方程式便可

以表示成：  

22
z

2
xyz

23
z

3

R
m-

x
m-

R
q

x
q

x
M

R
1

x
M

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂ . . . . . . . . . . . . . (3-68a)  

x
m

--q
x

M
R
1-

x
M y

z
x

2
y

2

∂

∂
=

∂
∂

∂

∂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-68b)  

x
yx -m

R
M

-
x

M
=

∂
∂

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-68c)  

    對曲線箱型鋼樑而言，外在載重 ym 與 zm 可以忽略。因此，式

(3-68)可以重新縮改成：  

R
q

R
M

M x
2
z

z =
′

+′′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-69a)  

z
x

y -q
R

M
-M =

′
′′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-69b)  

x
y

x -m
R

M
M =+′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-69c)  

    上述三個方程式係利用式 (3-66)及其微分而得之，其與曲線薄

壁鋼樑元素之三個變形量 ( )φηξ 與  , 互有關係。緊接著，如將式 (3-66)
代入式 (3-69)，則吾人可得到下列諸式：  

R
q

RR
2EI x

42z =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+
′′′

+
ξξξ υ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-70a)  

z
tyi

2
ti

2y -q
R

GKEI
-

R
EI

R
GK

R
EI

-EI- =′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+′′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φφηη υωυω (3-70b)  

x2
y

t
ityi -m

R
EI

-GKEI-
R

GKEI
-

R
EI

=′′+′′
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φφφηη υ

ω
υω . . . . (3-70c)  
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    吾人必須注意，式 (3-70a)與垂直變位 η及旋轉角 φ無關，因此

可以直接求解。然而，式 (3-70b)式 (3-70c)卻是與外載重 η， φ均有

關係，因此，此二式必須聯立求解。由此吾人亦可看出，只要格

樑系統未受到軸向力，則格樑平面系統外與格樑系統平面內之變

形可分別求解之原因【 33】。  

    如上所述，式 (3-70b)、(3-70c)與格樑系統之勁度及變形量 η，
φ均有關係。因此，此二式並非互相獨立，然而，吾人可藉消失

其中之變形量 ( )η 而得到另ㄧ個獨立方程式。依文獻【 33】，此方

程式可表示成：  

y
2

t
x

y

ty
z

4
t

t22
i

t2
i

EIR
GK

m-
EI

GKEI
q

R
GK

-2GK-
R
EI

R
1GK-

R
2EI

EI

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

′′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ φφφφ ωυωυ

ω

. . . . . (3-71)  

    此 方 程 式 之 解 由 齊 次 解 (Homogeneous Solutions) 與 特 殊 解

(Part icular  Solutions)共同組成，如下是所示：  

R
xxcosC

R
xcosC

a
xsinhC

a
xcoshC 4321 +++=φ

x
y

2

z
yt

3
65 m

EI
Rq

EI
1

GK
1R

R
xxsinC

R
xsinC +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++++ . . . . . . . . (3-72)  

上式中， a之定義為：  

tGKEIa ω= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-73)  

    為了求解式 (3-52)中之 η，吾人可先求得式 (3-70b)中之齊次

解，然後再求其特殊解，其完整解答之形式如下：  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

R
xbsin-

R
xRxcosC

R
xRcosC

a
xsinh

R
a-C

a
xcosh

R
a-C 43

2

2

2

1η

z
t

22

8765 q
2GK

xR-xCC
R
xRxsin

R
xbcosC

R
xRsinC ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ . . . . . . . . . . . . . (3-74)  

上式中， b 之定義為：  

2
t

2
y

4
y

RGKREIEI
R2EI

b
++

=
ω

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-75)  
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    上 述 方 程 式 之 數 學 解 析 不 只 費 時 費 力 而 且 不 容 易 以 通 式

(General  Form)之形式存在，對曲線薄壁樑而言，如果其橫斷面性

質變化 (例如鋼板厚度、寬度與深度變化 )或沿鋼橋長度方向之曲

率不一，則其求解將更麻煩。  

    根據上述理論，Hong【 40】與 Thornton Master【 41】利用直

接勁度法 (Direct  Stiffness Method)研發一個包含翹曲效應之曲線

格樑勁度矩陣，此矩陣對分析類似 I 型鋼樑之開放式斷面成效甚

佳，然對箱型鋼樑之封閉式斷面而言，在建構結構勁度矩陣時必

須利用一個 8×8 之反矩陣，以至於在某些情況之下，由於翹曲常

數值比其他數值大許多而造成無法求解 (Ι 11-Condit ioned)之 窘

況。  

    綜合以上各節敘述，吾人可以清楚看出，利用數學方程式解

析曲線薄壁樑之結構行為實無法符合工程實務之需，因此，在下

一節中，吾人將以能量法 (Energy Method)之原理與步驟，直接構

建曲線薄壁格樑元素之勁度矩陣，且此矩陣可同時應用於 I 型與

箱型薄壁鋼樑。  

3.10 伏拉索夫元素之勁度矩陣  

    結構構件之勁度矩陣代表該構件之變形與內力間之關係。如

前所述，對一個直線薄壁鋼樑元素而言，其節點至少應具有四個

自由度，亦即垂直變位 η，扭曲旋轉角 φ，變矩旋轉角 η′與翹曲自

由度 φ′。文獻【 42， 43】亦曾利用此四個自由度推導曲線薄壁鋼

樑之元素勁度矩陣。不過，如同式 (3-65a)提到，曲線薄壁鋼樑與

翹曲效應有關之雙彎矩自由度， xκ ，應表示成 R-ηφ ′′ 方屬正確。

因此，曲線薄壁鋼樑元素之節點應具有下列四個自由度，即：  

    1針對 x 軸之旋轉角 φ=  
    2針對 y 軸之旋轉角 ηθ ′== -  
    3沿著 z 軸之垂直變位 η=  

    4翹曲自由度，副曲率效應 (Secondary Curvature)
R

-x
ηφκ
′

′==  

由式 (3-66)與式 (3-67)，吾人已知曲線薄壁鋼樑內力之表示式如

下，即：  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′′

′′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′=+=

R
-EI-

R
-GKMMM tsx

ηφηφ ωωυ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-76a)  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′=

R
--EIM yy
φη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-76b)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′′

′′′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′′′=′=
R

-EI
R

-
R

GK
-

R
--EI

R
M

-MV t
y

x
yz

ηφηφφη ω . . (3-76c)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′

′′=
R

-EIBi
ηφω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-76d)  

3.10.1 變位向量  

    假設平面曲線薄壁鋼樑元素之廣義變形如圖 3.13 所示，且每

一節點具有四個自由度，其邊界條件如表 3.1 所示。  

表 3.1 曲線薄壁樑之邊界條件  
邊界條件  變形  力  
自由端  
(Free 
End)  

 
0M s =υ ， 0M w =  

0M y = ， 0Vz = ， 0Bi =  

鉸接  
(Hinge)  

0=η ， 0=φ ， 0=′′η  0M y = ， 0Bi =  

固定端  
(Fixed 
End)  

0=φ ， 0=θ ， 0=′φ  
0=η ， 0=′η  

0M s =υ  

符號說明： =φ 扭曲旋轉角 ,  twis t ing angle  
          =η 垂直變位 ,  ver t ical  def lect ion 
          =θ 彎矩旋轉角 ,  bending rotat ion 
          =υsM 純扭曲 ,  pure  tors ion 
          =wM 翹曲扭曲 ,  warping tors ion 
          =yM 縱向彎矩 ,  bending moment  
          =zV 垂直剪力 ,  ver t ical  shear  
          =iB 雙彎矩 ,  b imoment  

如將變位向量， { }δ ，以下式定義之：  

{ }
t

R
-      ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′

′′=
ηφηηφδ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-77a)  

式中 =φ 與純扭曲對應之自由度  
    =′η 與縱向彎矩對應之自由度  
    =η 與縱向垂直剪力對應之自由度  

    =
′

′
R

-ηφ 與雙彎矩對應之自由度  
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L

i

i

j

j

z z
y y

箱型鋼樑

I型鋼樑

對稱軸

x x

R

φ
η

曲率中心

iR
- ⎪

⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

′
′

′

ηφ

η
η
φ

jR
- ⎪

⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

′
′

′

ηφ

η
η
φ

 

圖 3.13  平面曲線薄壁鋼樑元素  

    由式 (3-77a)之變位向量觀之，同時參考虛功原理 (Principle of 
Virtual  Work)與變位向量 { }δ 相對應之節點力向量 { }F 可以下式定

之，即：  

{ } { }t
izyx B  V    MMF = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-77b)  

假設垂直變位， η，與扭曲旋轉角， φ，可以下列之三次多項式表

之：  
3

4
2

321 aaaa αααη +++= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-78)  
3

4
2

321 bbbb αααφ +++= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-79)  
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式中  

l
x

=α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-80a)  

l

ηα
α
ηη ′

=⋅=
dx
d

d
d

dx
d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-80b)  

則另二個自由度便可以表示成：  

2
432 3a2aa ααη ++=′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-81a)  

R
3a

-
R

2a
-

R
a-3b2bb

R
-

2
4322

43
2 αα

ααηφ ++=
′

′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-81b)  

將式 (3-78)至 (3-81)代入式 (3-77a)，則變位向量便可以表示成：  

{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3

2

4
4

3
3

2
2

4321

432

4321 1 

0      
R

3a
-3b     

R
2a

-2b     
R
a-b

a           a                 a              a    
0          3a               2a             a    

b           b                 b              b    

α

α

α
δ . . . . . . . . . (3-82a)  

或以矩陣之型式表示成：  

{ } [ ] { }αδ ⋅= C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-82b)  

接著，利用其邊界條件，即：  

於節點 i 之處； 0x = ， 0=α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-83a)  

於節點 j 之處； l=x ， 1=α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-83b)  

曲線薄壁鋼樑於節點 i 與 j 處之變位向量便可表示成：  

{ }

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′

′

=

R
a-b

a    
b    
b    

R
-

     
     
     

2
2

1

2

1

1

1

1

1

i

ηφ

η
η
φ

δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-84a)  
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{ }

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++

+++
++
+++

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′

′

=

R
3a

-
R

2a
-

R
a-3b2bb

aaaa           
3a2aa             

bbbb           

R
-

     
     
     

432
432

4321

432

4321

2

2

2

2

j

ηφ

η
η
φ

δ . . . . . . . . . (3-84b)  

將 i 與 j 節點自由度之特性代入式 (3-84a)與 (3-84b)，吾人便可得

到下列諸式，即：  

( ) ( ) 3
2211

2
221111 2-2-32-3- αφφφφαφφφφαφφφ ′+′++′+′+′+= . . . . (3-85)  

( ) ( ) 3
2211

2
221111 2-2-32-3- αηηηηαηηηηαηηη ′+′++′+′+′+= . . (3-86)  

( ) ( ) 2
221122111 36-362-64-6- αηηηηαηηηηηη ′+′++′+′+′=′ . . . . . (3-87)  

22
2

2
2

1
1

1
1

2
2

2
2

1
1

1
1

1
1

R
-3

R
-6-

R
-3

R
-6              

R
-2-

R
-6

R
-4-

R
-6-

R
-

R
-

α
η

φ
η

φ
η

φ
η

φ

α
η

φ
η

φ
η

φ
η

φ
η

φηφ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′=

′
′

. (3-88)  

變位向量， { }δ ，便可以表示成：  

{ } [ ]{ } [ ] { }
{ } ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==
j

i
e NN

δ
δ

δδ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-89)  

上式中， [ ]N 為 4×8 大小之形狀函數矩陣 (Shape Function Matrix) 

3.10.2 元素勁度矩陣  

    由 於 吾 人 假 設 曲 線 薄 壁 鋼 樑 之 結 構 行 為 在 於 彈 性 極 限

(Elastic Limit)之內，故曲線薄壁鋼樑之系統總應變能可以表示

成：  

wtb UUUU ++= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-90)  

    式中 bU ， tU 與 wU 分別是縱向彎矩，純扭曲與翹曲扭曲 (雙彎矩 )
造成之應變能。其中：  

∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′==

1

0

1

0

2
y

y

2
y

b d
R

--
2

EI
d

I
M

2E
1U αφηα . . . . . . . . . . . . . (3-91a)  
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∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
′==

1

0

1

0

2
t

t

2
x

t d
R

-
2

GK
d

K
M

2G
1U αηφα . . . . . . . . . . . . . . (3-91b)  

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′

′′==
1

0

2
1

0

w
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因此，總應變能， U ，可以表示成：  
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    吾人必須注意，在上式應變能之推導過程中，吾人已將彎矩

剪力與翹曲扭曲剪力之應變能忽略。接著，將式 (3-85)後諸式與

式 (3-92)處理之，經積分便可得下式，即：  
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或  

{ } [ ]{ }ee
t

e K
2
1U δδ= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-94)  

上式中， [ ]eK 為元素勁度矩陣 (參見附錄Ⅱ)，可以下式表之：  

[ ] [ ] [ ] [ ]wtbe KKKK ++= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3-95)  

式中 [ ] =bK 縱向彎矩之元素勁度矩陣  
    [ ] =tK 純扭曲造成之元素勁度矩陣  
    [ ] =wK 雙彎矩造成之元素勁度矩陣  
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第四章  樑式鋼橋設計方法  

4.1 前言  

    樑 式 鋼 橋 設 計 之 方 法 有 四 大 類 ， 其 中 以 容 許 應 力 設 計 法

(Allowable Stress Design ， ASD) 與 強 度 設 計 法 (Load Factor 
Design， LFD)為目前橋樑工程界鋼橋設計之兩大主流。本章之主

旨在於將 ASD 與 LFD 之差異性作系統化之比較，同時將 LFD 之

設計細則進行完整之說明與探討。橋樑結構設計必須依循有公信

力之設計規範，因為橋樑設計規範乃是橋樑設計人員據以設計之

技術指導原則與依據。任何橋樑設計規範之背後均有其基本之理

念與法則，其追求橋樑結構設計之安全性、耐久性與經濟性之目

標雖相同，然其發展背景與理論基礎則不盡相同。  

世界上各先進國家均有其本身之橋樑設計規範，惟本文所探

討 之 規 範 僅 止 於 美 國 AASHTO(American Association of State  
Highway and Transportat ion Officials)規範【 1】。事實上，我國之

〝公路橋樑設計規範〞【 44】乃是依 AASHTO 規範【 1】第 16 版

(1996 年 )為藍本修訂而成，而最新版之 AASHTO 橋樑設計規範則

是 2002 年之第 17 版。另一方面，吾人必須有深切之體認，AASHTO
橋樑設計規範【 1】由第 16 版發展至第 17 版，其內容實有巨大之

改變，因此，我國交通部之〝公路橋樑設計規範〞【 44】尚未與最

新之 AASHTO 橋樑設計規範【 1】同步。基於此，本章所探討之

設計內容亦將以 AASHTO 規範【 1】為主。  

    綜觀美國 AASHTO 橋樑設計規範【 1， 45-47】，其所涵蓋之

鋼橋設計方法計有下列四種，即：  

    1容許應力設計法 (Allowable Stress Design，ASD) 【 1】  
    2載重因數設計法 (Load Factor Design， LFD) 【 1】，台灣地  
     區之橋樑設計規範【 47】則稱為強度設計法。  

    3自動應力設計法 (Autostress Design Method， ADM) 【 45】  
    4載 重 及 抗 力 因 數 設 計 法 ( L o a d  a n d  R e s i s t a n c e  F a c t o r   
     Design， LRFD)【 46】，工程界亦有人以極限強度設計法稱  
     之。  

    上述四種設計方法係針對傳統之直線形樑式 (Girder Type)鋼
橋而言。對平面曲線形樑式鋼橋而言，AASHTO 平面曲線形鋼橋

設計規範【 47】發展至今仍只侷限於容許應力設計法與載重因數
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設計法，其設計原理與理論架構均詳述於 AASHTO 之〝 Guide 
Specifications for Horizontally Curved Highway Bridges〞規範【 47】
中。然而，如果從鋼橋之數量觀之，曲線形鋼橋之數目仍遠遜於

直線形鋼橋。  

任何結構設計必須遵循之鐵律乃是：  

R(結構之內在抵抗力 )  ≥  Q(外在之載重效應 ) . . . . . . . . (4-1)  

    且上式中之 R 與 Q 均具有某種程度之不確定性，在兼顧橋樑

結構安全性與功能性之前提下，設計規範之發展亦是根據式 (4-1)
之定律而逐步更新。  

    在容許應力設計法使用了數十年之後，橋樑工程界便構思在

因數化載重 (Factored Loads，即載重乘以某一大於 1.0 之因數 )之
前提下，橋樑構件以最大設計強度 (Maximum Design Strength)設
計之，此乃載重因數設計法最早之理念由來。因此，具體言之，

載重因數設計法係依設計載重乘以因數以設計各構材之方法。

1970 年代以前，絕大部份之鋼橋均以 ASD 設計，之後，新的鋼

橋則漸以 LFD 設計之。  

    自動應力設計法於 1986 年為 AASHTO 正式採用，充份利用

熱 軋 型 鋼 樑 結 實 斷 面 (Compact Section) 可 產 生 塑 性 鉸 (Plast ic 
Hinge)之觀念，之後亦將其應用範圍擴展至鈑樑 (Plate Girder)系
統，其規範亦於 1991 年更新【 45】，其設計觀念乃是 LFD 方法理

念之延伸，因此，橋樑工程界亦將 Autostress Design 以 Alternate 
Load Factor Design 稱之，簡稱為 ALFD。另一方面，以美國境內

為例，以自動應力觀念設計之鋼橋均屬直線 I 型鋼橋，且其設計

均以 LFD 方法作為檢核之工具。惟隨著 LRFD 規範【 46】之出現，

且橋樑工程師均已普遍熟悉 ASD 與 LFD，因此，直至目前為止，

全美國境內以 ALFD 設計且已完工之鋼橋未超過 10 座【 11】。  

    橋樑之 LRFD 方法係於 1994 年之 AASHTO 規範【 46】正式

推出，由於該規範【 46】是傳統 ASD 與 LFD 設計理念之巨大轉

變，且仍僅是第二版之階段，規範【 46】中有些條文尚具爭議性，

且大部份之橋樑工程師至今仍未完全適應。因此，至目前為止其

實際設計案例甚少。惟吾人應有深切之體認，從結構行為與理論

之內涵而論， LRFD 之設計觀念可謂大勢所趨，即使針對鋼建築

結構亦是如此【 48， 49】。  

    表 4.1 所示為公路樑式鋼橋於 AASHTO 各種設計規範【 1，
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45-47】之適用性，由表中吾人可以清楚看出，AASHTO 各種設計

規範【 1， 45-47】之設計方法之中，目前仍以 ASD 與 LFD 為主

流。惟隨著時代之進步，較新式之樑式鋼橋以自動應力設計法或

LRFD 為之，應是與日俱增。  

在進入 21 世紀之後，吾人相信以 LRFD 設計之鋼橋將逐漸取

代昔日之 ASD 與 LFD 設計方法，然規範之更新必須循序漸進，

在充份了解 ASD 與 LFD 之設計內涵之後，再逐步認識 LRFD 之

精義，對橋樑工程師而言應是明智之舉。惟本研究係針對曲線 I
型鋼橋，故本章所探討之內容僅侷限於 ASD 與 LFD。  

樑式鋼橋有 I 型與箱型鋼橋兩大類，I 型鋼橋之橫斷面亦可分

為熱軋型鋼樑與鈑樑 (Plate Girder)兩種，如圖 4.1 所示。  

    圖 4.2 所示即為 I 型鈑樑受彎時之應力型態，翼鈑主要承受由

彎矩造成之軸向拉應力與壓應力，而腹鈑則以承受剪力為主。  

    圖 4.3 所示為 I 型鋼鈑樑之設計細部，其共包含七大細部，即： 

    1腹鈑 (Web) 
    2翼鈑 (Flange) 
    3橫向加勁材 (Transverse Stiffener) 
    4縱向加勁材 (Longitudinal  Stiffener)  
    5支承加勁材 (Bearing Stiffener)  
    6剪力連結器 (Shear Connector)  
    7接頭 (Splice) 

    上述七大細部中，各細部均有其特地功能，其設計細節可謂

非常繁雜，限於篇幅，本章所探討之設計細節僅止於前四項。  

4.2 ASD 之理論背景  

    容 許 應 力 設 計 法 與 一 般 通 稱 之 工 作 應 力 設 計 法 (Working 
Stress Design，WSD)或服務載重設計法 (Service Load Design，SLD)
無異，從 AASHTO 最早期之規範於 1921 年 (其時稱為 AASHO，

American Association of State Highway Officials)問世以來，此法

即已存在。直至今日，其他較精進之設計方法雖已陸續為橋樑工

程界接受，惟 ASD 在橋樑設計時仍具有舉足輕重之份量。因為

ASD 不僅可以單獨作為設計之方法，其亦可與其他設計方法 (例如

LFD)搭配作為初步規劃、經費比較、檢核 (Check)與複檢 (Double 
Check)之工具。  
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    在 AASHTO 所有可資利用之鋼橋設計方法中，容許應力設計

法之設計理念最為簡易，其結構反應 (Structural  Responses，例如

彎矩、剪力… )以所有作用於結構構件上之力 (或應力 )之總和估計

之，以最普遍之載重群組 I  (Group Loading I，見參考文獻【 1，
44】 )為例，其受力狀態可以下式表之，即：  

)( ILDf ++= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-2)  

    式中 f  =橋樑構件上某一斷面或某一部份所受到之合力或總  
          應力  

D =靜載重 (Dead Load)或稱死載重  
L =活載重 (Live Load) 
I  =衝擊力 (Impact Effect)  

    容 許 應 力 設 計 法 中 對 安 全 係 數 (Safety Factor 或 Factor of 
Safety， FS)之界定甚為單純。即任一結構構件中，在任何工作載

重或服務載重 (Working Load 或 Service Load，即所有載重之總和 )
之下，其承受之應力不能超過規範規定之容許應力。另一方面，

容許應力乃是根據鋼結構構件之特性與其在橋樑上所具備之功能

(受彎構件、受剪斷面、受壓構件等 )而異，例如對於樑式鋼橋結

構 而 言 ， 鋼 樑 最 大 容 許 彎 矩 正 向 應 力 (Normal Stresses) 定 為

0.55Fy。如以數學式表之：  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =

FS
F

F
I

Myf y
bb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-3)  

    式中 fb  =鋼材受到之實際彎矩應力 (Bending Stresses)。  
M =鋼樑斷面之內在彎矩。  
y =材料力學理論中，斷面某部位與中立軸 (Neutral  Axes) 
  之距離。  
I  =鋼樑橫斷面之二次慣性矩。  
Fb  =規範中規定之容許彎矩應力。  
Fy  =降伏應力 (Yield Stresses)。  
FS =安全係數。  

    由上式吾人可以清楚看出，容許應力設計法乃是利用低於降

伏應力 (Fy)之容許應力 (Fb)來控制其安全係數，即：  

b

y

F
F

FS = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-4)  
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    由此式吾人應可看出，容許應力設計法之容許應力必定在彈

性極限 (Elastic Limit)之內，其與載重之種類與組合並無直接之關

係。如以 Fb  =0.55Fy 為例，則其安全係數至少等於 1.82(即 1/0.55)，
而構件實際所承受之應力通常小於 Fb，因此，其實際之安全係數

比 1.82 大些，當然，安全係數太大並不見得合乎經濟效益。因此，

如何在安全係數與經濟性之間取得平衡點乃是橋樑設計者不可忽

略之問題。  

    表 4.2 所示為容許應力設計法之設計載重組合表。橋樑結構

在其服務年限之內必須承受各種不同之載重，這些載重發生之時

機與頻率皆不盡相同，有些載重發生之時機與大小甚至無法準確

地預測。因此，欲使橋樑結構隨時處於安全之狀況，則對各種不

同載重之大小與發生時機之掌握便非常重要，此乃橋樑設計規範

中載重組合 (Loading Combination)之基本理念。根據文獻【 1】，
載重組合可以下式估算之：  

[ ECFILDNGroup ECLD βββαγ ++++⋅= )()(
WLWSF WLWSB ββββ ++++ EQTSRLF EQRL βββ ++++⋅+ )( ]ICEICQβ+ (4-5)  

式中 N =載重群組之分類號數  
    =γ 載重因數 (Load Factor)，見文獻【 1】之表 3.22.1A。  

=β 係數，因載重型態而異，見文獻【 1】之表 3.22.1A。  

D =靜載重  
L =活載重                    LF =活載重之縱向力  
I  =衝擊效應                  CF =離心力  
E =土壓力                    R =肋桁縮短 (RibShortening) 
B =浮力                      S =乾縮  
W =結構物之風力              T =溫差荷重  
WL =活載重之風力             EQ =地震力  
ICE =冰壓力                  SF =水流壓力  

    表 4.2 所示之載重群組看似非常複雜，然仔細觀之，吾人可

以看出其適用性，亦即：  

‧  群組 I  →  III，適用於上部結構  
‧  群組 IV →  VI，主要適用於拱橋與剛架 (Frames)結構  
‧  群組 VII →  IX，針對下部結構  
‧  群組 X，針對箱涵或涵洞  
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    由 式 (4-1) 觀 之 ， 任 何 結 構 設 計 必 具 有 某 些 不 確 定 性

(Uncertainty)，亦即結構內在之抵抗力具有不確定性，且外在之

載重效應亦具有某種程度之不確定性，然容許應力設計法中，吾

人如將式 (4-1)、式 (4-3)與式 (4-4)審視比較，並重新以下式改寫之： 

R (結構之內在抵抗力 ) bb
y fF

FS
F

≥== (外在之載重效應 ) . . . . (4-6)  

    則由此式吾人可清楚看出，ASD 之設計法則乃是利用安全係

數之觀念來涵蓋結構內在抵抗力之不確定性，而外在載重之不確

定性則完全忽略。此亦可由表 4.2 中之載重因數 ( γ )在任何狀況下

均全部等於 1.0 看出端倪，亦即在橋樑以 ASD 設計時，其外在載

重在某一載重群組之下均為定值，或可謂 ASD 設計法則中，其外

在載重完全無因數化 (Factored Loads)之觀念。  

    另一方面，吾人亦應注意，安全係數乃是非常籠統且模糊之

字眼，針對橋樑設計而言，因為：  

1每根構件之功能與受力狀況均不同，因此，理論上，一座

橋樑中之各構件均有其相對應之安全係數，且隨著受力狀

況之不同而隨時在變化。  
2橋樑結構由甚多構件組成，每根構件各有其安全係數，則

整座橋樑之安全係數與各構件安全係數之關係為何 ? 
3如果一座橋樑有某一安全係數存在，則此橋樑之壽命到底

有多長 ?如何估算 ? 

    由上所述，吾人可以看出，容許應力設計法中所謂之安全係

數頗具爭議性。例如美國土木工程師學會 (American Society of 
Civil  Engineers，ASCE)於 1956 年至 1966 年間為了清楚定義安全

係數之內涵，特別成立一個委員會，在期末報告【 50】之結論中

特別強調：〝安全係數甚難定義，如欲更清楚定義安全係數之內

涵，使用或然率與統計之觀念制定設計規範應為唯一之途〞。  

4.3  LFD 理論背景  

4.3.1 基本觀念  

    載重因數設計法在台灣地區以強度設計法 (Strength Design 
Method， SDM)稱之，惟美國橋樑工程界均以 LFD(Load Factor 
Design)稱呼。在 1960 年代經過一系列之研發， 1965 年由美國鋼

鐵學會 AISI(American Iron and Steel  Insti tute)組成一個委員會欲
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將現有之橋樑設計規範作有系統之更新， 1969 年由 Vincent【 51】
正式公佈其研究成果，經過各方人馬之充份討論與修訂之後，於

1973 年正式被 AASHTO〔第十一版〕採納為橋樑設計方法之一。

直至今日，在美國境內，新建公路橋樑以 LFD 設計者佔絕大部份。 

由 LFD 之名稱觀之，吾人可以依稀看出，載重因數設計法特

別強調外在載重之因數化，亦即在考量外在載重之不確定性之

下，此法可以保証吾人所設計之鋼橋滿足下列三項需求，即：  

    1在橋樑設計年限之內，設計活載重 (Design Vehicles，例如

HS20 活載重 )在吾人預估之交通量之內不會對該橋產生不

利影響 (例如無金屬疲勞顧慮 )。  
2偶而通過橋樑之超載荷重 (Overload)不至於對該橋造成破

壞 (例 如 不 會 造 成 鋼 橋 構 件 之 永 久 變 形 或 構 件 之 局 部 挫

屈 )。  
3在特殊之緊急狀況之下，即使超大型載重車輛通過時，尚

不至於對該橋造成立即之危險。  

    如 將 上 述 三 項 需 求 與 橋 樑 設 計 所 要 求 之 服 務 性

(Serviceabil i ty)、耐久性 (Durabil i ty)與安全性 (Safety)對照，則吾

人可以發現，上述1、2項乃是針對橋樑之服務性與耐久性，而

第3項則是針對橋樑之安全性 (因吾人係以最大設計載重設計該

橋 )而言。  

    載重因數設計法乃是比傳統之容許應力設計法更精進之一種

橋樑結構設計方法，將古老之彈性設計理念推展至與極限設計

(Ultimate Design)、崩潰設計 (Collapse Design)有關之觀念。基本

上，此法之原始觀念乃源自鋼材之限制狀態 (Limit  States)。此處

所謂之限制狀態意指鋼結構之整體或其中某部份已無法依原先設

計之功能作用之。限制狀態又可分為兩部份分別探討：即：  

       1強度 (Strength)或安全性 (Safety) 
       2服務性 (Serviceabil i ty) 

    強度之限制狀態乃是根據結構安全性或鋼材之載重能力而

定，例如塑性強度、挫屈 (Buckling)與斷裂 (Fracture)等等均屬之。 

    服務性之限制狀態主要乃是考量結構物在工作載重 (或服務

載重 )下之表現，例如垂直變位太大 (雖然或許在容許應力之內 )，
振動 (Vibrations)與疲勞 (Fatigue)等等均屬之。  
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    表 4.3 所示為載重因數設計法之基本理念，而表 4.4 則是其載

重群組。由此二表中可以清楚看出，LFD 之設計理念比傳統之容

許應力設計法完整許多，且較符合橋樑結構受力後所表現之實際

行為 (例如靜載重與活載重效應分開考量，受力與變形分別處理，

服務性與安全性兼顧等等 )。  

4.3.2  LFD 之設計載重分類  

    容許應力設計法最為人詬病者莫過於此法未能充份反應作用

於橋樑結構上活載重之實際影響。有鑑於此，AASHTO 載重因數

設計法【 1】中將設計載重組合依不同之設計目的與考量將其分為

以下三大類，即：  

      1服務載重 (Service Loads)或稱工作載重 (Working Loads) 
      2超載荷重 (Overloads)，簡稱超載重  
      3最大設計載重 (Maximum Design Loads) 

    前兩項載重組合主要是針對橋樑之服務性需求 (Serviceabil i ty 
Requirements)與耐久性考量，而最大設計載重則是針對橋樑結構

之安全性考量。以下吾人將分別說明之：  

    1 .服務載重  

          所謂服務載重意指橋樑設計時所考量之所有載重總

和，例如靜載重、活載重 (規範規定、橋樑主管機關核定之

設計活載重或其他未超載且不須公路主管機關核許之一般

活載重 )、衝擊力等等均屬之。其結構分析之原理考量與容

許應力設計法無異，完全不須考量載重之因數化，例如載

重群組 I【 1】可以下式表之：  

f＝ D＋ (L＋ I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-7)  

除了上述之結構應力必須符合設計規範要求之外，在服務載

重情況下之主要結構設計考量有以下兩大項，即：  

1疲勞 (Fat igue)，其設計參數主要是根據活載重造成之應力範圍  
  (Stress Ranges)。  
2活載重之垂直變位 (Live Load Deflections)，其與結構之勁度

(Stiffness)有直接關係。  

每一個鋼結構細部 (Steel  Structural  Details)不同，則其受疲勞

裂縫之影響便不同，裂縫成長所需之時間亦相去其遠。一般而言，
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鋼結構裂縫形成之潛在程度與影響裂縫成長所需時間之因素主要

有以下三大項，即：  
1應力範圍 (Stress Ranges) 
2應力循環 (Stress Cycles) 
3結構細部種類 (Type of Details)  

控制活載重垂直變位之主要目的在於避免因橋樑上部結構之

振動 (Vibration)而造成非結構構件 (例如燈座與其他附屬設施 )之
破壞與降低用路人之舒適性。依規範規定【 1， 44】，樑式鋼橋結

構之活載重垂直變位必須小於跨距長度之 1/1000 ~1/800，方不致

於產生振動造成之後遺症。  

    2 .超載荷重  

          超載荷重意指其出現頻率不高且不致於對橋樑結構造

成機能上或強度上立即危害之最大可容許荷重。由於超載

荷重之交通組成 (Traffic Composit ion，即重車佔所有交通

量之比例 )甚低，因此，超載荷重不至於對橋樑結構造成疲

勞之威脅。從設計之目的觀之，超載荷重可表示為：  

f＝ )( ILD ++ βα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-8)  

          式中 α＝靜載重之放大係數 (Magnification Coefficient)
或載重因數 (Load Factor)，其值應大於或等於

1.0。  
              β＝活載重之載重係數 (Load Coefficient)，其值應

力於或等於 1.0。  

          上式中，α之主要功用在於考量靜載重於日後有增加之

空間 (例如日後在橋面版上加舖或加厚磨耗層、橋底加掛管

線等等 )，此與吾人在橋樑設計所顧及之預加荷重 (Future 
Load)之觀念完全一致【 52】。在一般之情況下，如果無預

加荷重之考量，則可取 α＝ 1.0，此時超載荷重之設計式便

可以下式表之，即：  

  f＝ )( ILD ++ β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-9)  

          從式 (4-8)與式 (4-9)觀之，亦可以清楚看出， β 之主要

功用在於使設計者能對可能之超載荷重 (法定範圍外之活

載重 )有放大與調整之彈性空間。一般而言，針對超載荷重
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之考量，依 AASHTO 規範【 1】之建議，通常取 β＝ 1.67(即
5/3)。如果活荷重為 H20【 1】，則 β應採 2.2，如 AASHTO
規範【 1】之第 3.22.5 節所規定者。吾人亦必須注意，AASHTO
規範【 1】中之載重群組 IA(Group IA)，事實上乃是針對超

載荷重而考量，且 2.2 之由來乃是由 1.3×5/3 得之。  

          超 載 荷 重 之 另 一 層 設 計 考 量 在 於 構 件 永 久 變 形 之 避

免，因此，對結實斷面 (Compact Section，亦有人以堅實斷

面稱之 )而言，AASHTO 橋樑設計規範【 1】雖然准許其在

負彎矩區有 10%彎矩重新分配 (Moment Redistr ibution)之能

力，但其彎矩正向應力仍必須在彈性範圍之內〔負彎矩區

以 0.80Fy 為 限 ， 對 正 彎 矩 區 而 言 ， 合 成 斷 面 (Composite 
Section)不得超過 0.95Fy，非合成斷面則必須小於 0.80Fy。

註：正彎矩之定義乃是斷面上方受壓，下方則受拉〕。  

    3 .最大設計載重  

          為了確保橋樑結構之安全性，且同時顧及各種與橋樑

安全相關因素之不確定性 (Uncertainty)， LFD 橋樑設計時

必須有最大設計載重之考量。由結構力學之觀念而言，其

設計數學式可表示如下，即：  

[ ])( ILDFy ++≥ βαγφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-10)  

      式中   γ ＝載重因數 (Load Factor)  
            φ＝強度折減因數 (Strength Reduction Factor)  

          由式 (4-10)吾人可以清楚看出橋樑結構設計之基本理

念，即結構之內在抵抗力 (即上式中之 φ Fy)不得小於載重造

成之效應 (即式中之 [ ])( ILD ++ βαγ )。由於構件之理論降伏強

度 (Fy)不得高估，因此，強度折減因數 ( φ )必定小於 1.0。另

一方面，外載重不得低估，因此，載重因數 ( γ )必定大於

1.0。由此吾人亦可知道，強度折減因數與載重因數之觀念

其實就是安全係數之應用【 52】，而且同時兼顧到內在抵抗

力與外在載重之不確定性。  

          強度折減因數 ( φ )代表結構系統內部中之不確定性，此

不確定性之來源甚廣，例如材料、斷面特性與其他無法全

然掌握之因素等均屬之。  
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4.3.3  LFD 之基本假設  

        以 LFD 進行受彎鋼樑構件設計時，依設計規範【 1， 44】
之規定，其基本假設有下列四項，即：  

1 .  撓曲構材內之應變應假定與其自中立軸 (Neutral  Axis)之距

離成正比。  
2 .  鋼材之應力低於所用鋼材之降伏強度 Fy 時，應為 E 值

( 26 /101.2 cmkgf× )乘以該鋼材之應變。若應變大於鋼材降伏強

度之應變，其應力則與應變無關，並等於降伏強度 Fy 值。此

項假定並應適用於混凝土橋面版負彎矩區內之縱向鋼筋，若

該區域內設有剪力連結器 (Shear Connector)以確保其合成效

用 (Composite Action)。  

3 .  在 最 大 強 度 時 ， 合 成 樑 混 凝 土 橋 面 版 之 壓 應 力 與 應 變 無

關，其值等於 0.85 f ′ c， f ′ c 為混凝土於 28 天時之理論抗壓強

度。  

4 .  除非符合規範中之特殊規定，撓曲計算時混凝土之拉力強

度應省略不計。  

4.4  LFD 樑之斷面分類  

    利用 LFD 進行 I 型鋼橋設計時吾人必須注意其鋼結構斷面之

分類。基本上，根據 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】，LFD 之樑

構件斷面可以分為以下三大類，即：  

    1結實斷面  (Compact Sections) 
2具側向支撐之非結實斷面  (Braced Non-Compact Sections) 
3介於上述兩者間之漸變斷面  (Transit ions) 

    由 LFD 設計方法對鋼樑設計斷面之分類，吾人亦可看出其比

ASD 精進之處，尤其是 LFD 對結構穩定之考量亦可驗証出其比傳

統之 ASD 更符合橋樑結構之實際行為。以下吾人將分別說明之： 

4.4.1 結實斷面  

結實斷面之必要條件之一是構件在受力狀況下絕對不可以有

局部挫屈之情況發生。局部挫屈，顧名思義，意指構件之某一部

份 (肢材 )已挫屈而發生失穩現象，雖不至於造成整個結構之毀

損，然其挫屈處之斷面已無法發揮其整體強度，應有之結構功能
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已喪失。一般而言，I 型鋼樑構件之局部挫屈大部份發生在翼鈑 (頂
鈑與底鈑之合稱 )，少部份則發生於腹鈑。局部挫屈之主要控制因

素乃是斷面肢材之寬厚比或深厚比。  

圖 4.4 所示為加勁肢材 (Stiffened Element)與非加勁肢材之示

意圖，所謂肢材意指斷面之某一部份，加勁肢材則指此肢材之首

尾兩端有其他肢材接續。而非加勁肢通常於設計時必須避免發生

局部挫屈之首要對象。  

結實斷面乃是斷面在無局部挫屈 (Local  Buckling)之前提下可

以形成塑性鉸 (Plastic Hinge)之基本條件。除此之外，結實斷面亦

應滿足之基本條件為：1樑深必須固定，2腹鈑必無縱向加勁鈑，

3受拉側翼鈑不能開孔。  

按 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】之規定，結實斷面之縱

向彎矩容量 (Moment Capacity，即抗彎能力 )可以下式表之：  

Mu＝ FyZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-11)  

    式中 Z＝塑性斷面模數  (Plast ic Section Modulus) 
        Mu＝斷面之極限彎矩容量  (Ult imate Bending Capacity) 
        Fy  =鋼材之降伏應力值  

    圖 4.5 所示即為典型鋼樑之極限彎矩容量示意圖，圖中之 Mp

乃是塑性彎矩，其意與式 (4-11)中之 Mu 相同，亦即針對結實斷面

而言，其斷面可發揮之最大彎矩容量為塑性彎矩。  

    以 AASHTO 規範【 1】 LFD 設計之結實斷面必須滿足下列四

項要求，即：  

    1斷面對稱性  

      鋼樑 (熱軋型鋼樑或鈑樑 )必須具有單軸 (對 I 型鋼樑之弱軸

或 y 軸 )或雙軸對稱 (Biaxial  Symmetrical)之斷面特性。一般

而言，熱軋 I 型鋼樑之斷面均屬雙軸對稱，而 I 型鈑樑之

頂鈑與底鈑可能因設計之需要而寬厚不一，而只具單軸對

稱之情況。此處之對稱軸亦是斷面之主軸 (Principal  Axes)。 

2受壓翼鈑寬厚比之控制  

翼鈑寬厚比控制之主要目的在於確定其受壓 (例如正彎矩

區之頂鈑與負彎矩區之底鈑 )時不能有局部挫屈之疑慮 (參
考 圖 4.6) 。 對 I 型 鋼 鈑 樑 而 言 ， 翼 鈑 屬 於 未 加 勁 肢 材
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(Unstiffened Element)，其寬厚比必須滿足下式之條件，即： 

b /  t  ≤  yF/4110 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-12)  

      式中之 b， t 分別為受壓翼鈑之寬度與厚度。〔註：式 (4-12)
為文獻【 1】之式 (10-93)〕  

    3腹鈑挫屈之避免  

腹鈑必須有足夠之穩定性，以避免鋼樑之腹鈑因受壓而產

生垂直挫屈，因此，腹鈑之深厚比必須控制。依 AASHTO
公路橋樑設計規範【 1】，結實斷面腹鈑之深度與厚度比

(Depth /  Thickness Ratio)必須滿足下式之條件，即：  

D /  tw  ≤  yF/19230 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-13)  

          式中之 D 與 tw 分別為腹鈑之深度與厚度。如以腹鈑單

位長度視之，則腹鈑深厚比之控制與柱構件細長比之觀念

類似。〔註：式 (4-13)乃是文獻【 1】之式 (10-94)〕  

          腹鈑之深厚比亦必須與受壓翼鈑之寬厚比同時檢核，

當 t
b 、

wt
D 同時超過規範限制值之 75%時，則受壓翼鈑與

腹鈑亦必須滿足下式之規定，即：  

yfw Ft
b

t
D 33650)(68.4 ≤+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-14)  

      式中 Fy f 為受壓翼鈑之降伏應力值。〔註：式 (4-14)為文獻【 1】
之式  (10-95)〕圖 4.7 所示為腹鈑受力之各種可能型式之綜合，由

此圖亦可清楚了解，為何吾人在控制腹鈑之深厚比時亦必須同時

檢核受壓翼鈑之寬厚比。  

    4側向支撐數量應足夠  

      側向支撐可以有效防止鋼樑受彎矩時造成側向扭曲挫屈，

對樑式鋼橋而言，其側向支撐可以分為兩大類，即：  

‧  點式側向支撐，例如橫隔樑 (參考圖 4.8) 
‧  連續式側向支撐，例如正彎矩區之 RC 橋面版 (參見圖 4.9) 

側向支撐長度會直接影響鋼樑之抗彎能力，因此，側向支

撐 (Lateral  Bracing)之數量必須足夠，以避免受彎鋼樑之壓



曲線 I 型鋼橋橫隔樑佈設準則之研究 

74            逢甲大學 e-Thesys(93 學年度) 

力側有側向扭曲挫屈 (Lateral  Torsional Buckling)之隱憂。

圖 4.10 所示為鋼樑挫屈之示意圖。圖 4.11 所示則為無側向

支撐鋼樑之側向扭轉挫屈，由此圖可清楚看出，側向支撐

之設計重點在於鋼樑受彎時承受壓應力之鋼樑翼鈑斷面。

如以 Lb 代表受壓翼鈑相鄰兩支撐點之距離， yr 代表針對鋼

樑 y-y 軸之迴轉半徑 (Radius of Gyration)， lM 代表樑上某支

撐段端點上較小之彎矩，Mu 代表鋼樑之極限彎矩強度 (對結

實斷面而言，其為前述之 Mu＝ Fy Z)，則側向支撐必須滿足

下式之規定，即：  

y

bL
γ y

u

F
M

M 610)(2.26.3 ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

≤
l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-15)  

      式中之 uMM /l 比值應取正值或負值必須視鋼樑受彎矩造成

之曲率而定。當彎矩在丙支撐點僅產生單一曲率時， uMM /l

為正。反之，產生反向曲率時， uMM /l 為負。〔註：式 (4-15)
為文獻【 1】之式 (10-96)〕  

      所需側向支應能防止主構材之側向位移及扭轉，或將受壓

翼鈑之頂部及側部埋設於混凝土版之內。  

    5橫斷面最大軸向壓力  

      一般而言，除非情況特殊，例如地震或縱坡太大，否則樑

式鋼橋通常無軸向受壓之顧慮。在 AASHTO 公路橋樑設計

規範【 1】，作用於樑式鋼橋主構件之軸向力必須滿足下式

之規定，即：  

AFP y15.0≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-16)  

          式中 A =樑構件之橫斷面積。當軸向力 P 超過 0.15FyA
時，則原樑構件應當作樑 −柱構件 (Beam-Column)處理之。

考量鋼樑之耐震能力時必須充份考量順橋向地震時之軸向

壓力。  

      具 結 實 斷 面 之 連 續 式 構 件 是 其 具 有 彎 矩 重 新 分 配

(Moment Redistr ibution)之特色。依 AASHTO 公路橋樑設計

規範【 1】，以彈性皆析所決定支承點上之負彎矩在超載重

(Overload)及最大設計載重時最大可減少 10%，但跨距內之

彎矩應增加等值反向靜態下兩相 鄰支承點所減少之負彎

矩。例如，跨距中央之彎矩應增加兩相鄰支承點上所減少
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彎矩之平均值，如圖 4.12 所示。  

4.4.2 具側向支撐之非結實斷面  

從鋼樑之抗彎能力而言，具側向支撐之非結實斷面乃是僅

次於結實斷面者，其主要理由在於此種斷面並不具有形成塑性

鉸之條件。因此，其彎矩容量比結實斷面小，亦即必定小於塑

性彎矩。  

依據 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】，具側向支撐之非

結實斷面之彎矩容量針對鋼樑受彎時之拉應力與壓應力側而

異，可以下列兩式其中之一計算之，即：  

Mu＝ FySx t <MP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-17)  

    式中 Sx t  =針對受拉翼鈑之彈性斷面模數  

bxccru RSFM = <MP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-18)  

    式中， Sx c  =針對受壓翼鈑之彈性斷面模數。 Rb 則為受壓翼鈑

之應力折減因數 (其值必 ≤1.0)。〔註：式 (4-17)與式 (4-18)分別為文

獻【 1】之式 (10-98)與式 (10-99)〕式 (4-18)中， Fc r 為受壓翼鈑之

挫屈應力，其定義為：  

ycr F
b
tF ≤= 2)4400( . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-19)  

    式中 b、 t 分別為受壓翼鈑之寬度與厚度。  

0.1002.01 ≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

bw

c

fc

wc
b ft

D
A

tD
R λ . . . . . . . . . . . . . . . . (4-20)  

    式中 Dc  =受彎構件橫斷面之彈性中立軸與受壓翼鈑之淨距

(即腹鈑受壓部份之深度 )  
         Af c  =受壓翼鈑之橫斷面積  

    與結實斷面之設計觀念類似，採用式 (4-17)、式 (4-18)之前提

乃是下列四個條件必須滿足，即：  

    1受壓翼鈑寬厚比之控制  
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24≤
t
b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-21)  

    2腹鈑深厚比必須控制，以避免腹鈑因受壓而產生垂直挫屈  

150≤
wt

D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-22)  

3受壓翼鈑之側向支撐距離  

dF
A

L
y

f
b

000,000,20
≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-23)  

      式中 Af  =翼鈑之面積  
          d =樑深  

          側向支撐距離如果未符合此式之規定，則此構件便應

以部份側向支撐構件視之，亦即斷面之抗彎能力將明顯下

降至 My 以下。  

    4最大軸向壓力  

      與結實斷面相同，具側向支撐之非結實斷面之可容許斷面

最大軸向壓力必須遵循下式之規定，即：  

AFP y15.0≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-24)  

4.4.3 介於上述兩者間之漸變斷面 (Transitions) 

所謂漸變斷面意指此種斷面之彎矩容量介於上述結實斷

面與具側向支撐之非結實斷面之間者，而且其彎矩容量可以直

接利用直線內插法求得，但無論如何其腹鈑仍亦絕不可有局部

挫屈之疑慮，其深度 (D)與厚度 ( tw)比仍必須滿足下式之條件，

即：  
D /  tw＝ yF/19230 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-25)  

        由上所述，吾人亦可清楚看出，漸變斷面之彎矩容量介

於降伏彎矩與塑性彎矩之間。  

4.4.4 部份側向支撐構件  

部份側向支撐構件 (簡稱〝部份側撐構件〞 )意指鋼樑之

側向支撐量不足 (並非完全無側撐之意 )或相鄰兩側向支撐之
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間距太大，促使鋼樑之抗彎能力明顯下降許多。  

當某構件同時符合下列兩條件時，則此構件便應視為部

份側撐構件，即：  

      1鋼樑之側向支撐未滿足〝具側向支撐之非結實斷面〞之

規定，且  

2受壓翼鈑與構件斷面對腹鈑垂直軸之慣性矩比
y

yc
I

I
，在

9.01.0 ≤≤
y

yc
I

I
之範圍時。  

依 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】，部份側撐鋼樑之抗

彎能力可以下式計算之：  

Mu＝ MrRb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-26)  

    式中  Mr＝彎矩容量，其值必定小於 My。  
Rb＝彎矩容量折減因數 (Bending Capacity Reduction 

Factor)，且其值必 ≤1.0。 Rb 值之算法依 I 型鋼鈑樑

之佈設條件可分為 2 種，即：  

1 .  如為縱向加勁樑，且當腹鈑滿足下式之條件時 (即無腹鈑挫

屈之疑慮時 )， Rb =1.0 

bw f
k

t
D 460,5≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-27)  

      式 (4-27)中， fb 為受壓翼鈑之因數化彎矩應力， k 值則依斷

面縱向加勁材之幾何佈設而異，  

      如果  4.0≥
c

s

D
d

，則

22

917.5 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

cs D
D

d
Dk . . . . . . . . . . . . . . (4-28)  

      如果  4.0<
c

s

D
d

，則

2

64.11 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
sc dD

Dk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-29)  

    式 (4-28)、 (4-29)中， =sd 鋼鈑式縱向加勁鈑之中心線或角鋼

式縱向加勁材之邊線與受壓翼鈑內緣之距離。 Dc  =腹鈑受壓深

度，樑對稱時為 2
D 。當腹鈑之上、下端均受壓，則 k 值應採用

7.2。  
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2 .  其他構件， Rb ≤  1.0 

0.1002.01 ≤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

xc

rw

c

fc

wc
b

S
Mt

D
A

tD
R λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-30)  

      式中 tw  =腹鈑厚度  
          Af c  =受壓翼鈑之面積  
          Mr  =側向扭曲挫屈彎矩或降伏彎矩  
          Sx c  =針對受壓翼鈑之彈性斷面模數。對合成斷面而

言， Sx c 僅適用於活載重設計階段之情況  

          =λ 15400，如果 2
DDc ≤  

            = 12500，如果 2
DDc >  

        部份側撐構件之斷面彎矩容量 (即側向扭轉挫屈彎

矩 )Mr(必小於降伏彎矩 My)之計算有兩種情況，即：  

1 .  當腹鈑具縱向加勁材或
yw

c

Ft
D λ

≤ 時  

y
bycb

yc
br M

L
d

I
J

L
I

CM ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×=

2
6 87.9772.01091 . . . . . . . . . (4-31)  

2.  當斷面之 )(
w

c

y
t

D
F

<
λ

時，其亦可分為下列三種狀況，即：  

1如果 pb LL ≤ ，則 yr MM = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-32)  

      2如果 pbr LLL >≥ ，則：  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
−=

pr

pb
xcybr LL

LL
SFCM 5.01 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-33)  

2/1610572
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ×
=

xcy

yc
r SF

dI
L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-34)  

      3如果 rb LL > ，則：  
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2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

b

rxcy
br L

LSF
CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-35)  

    式中 Lb  =受壓翼鈑之未支撐距離  

Lp  =
yF

r ′9500 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-36)  

         r ′  =受壓翼鈑對腹鈑面垂直軸之迴轉半徑  
        Iy c  =受壓翼鈑對腹鈑垂直軸之慣性矩  
        d =樑深  

[ ]
3

)()( 333
wtc Dtbtbt

J
++

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-37)  

    上式中 b、 t 分別為受壓 (下標 c)、受拉 (下標 t)翼鈑之寬度與

厚度。  

        Cb  =彎矩係數 (Bending Coefficient)，其可分為兩種情況，

即：  

3.23.005.175.1
2

2

1

2

1 ≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= M

M
M

MCb . . . . . . . (4-38)  

        式中 M1 及 M2 分別為無側向支撐部份端點較小及較大彎

矩，當產生反向曲率時
2

1
M

M 取正值，產生單一曲率時
2

1
M

M 取

負值。  

        Cb  = 1.0，當構材為無側向支撐懸臂樑或構材在側向支撐

間有彎矩大於或等於二端點之較大者。  

由此吾人亦可清楚看出，欲使鋼樑之抗彎能力保持在某

一程度以上，則吾人必須仔細檢視相鄰側向支撐之間距。另

一方面，讀者如參考圖 4.13，必可對前述三種斷面與部份側

撐構件之斷面抗彎容量有更深一層之認識。  

4.5 加勁材  

    I 型 鋼 鈑 樑 之 加 勁 材 有 三 大 類 ， 即 1支 承 加 勁 材 (Bearing 
Stiffener)， 2豎 向 加 勁 材 (Transverse Stiffener)， 3縱 向 加 勁 材

(Longitudinal  Stiffener)。如圖 4.14 所示。加勁材通常有角鋼與鋼
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板兩大類，惟工程界仍以採用鋼板佔大部份，其主要原因在於裁

切與銲接均較容易。  

一般而言，支承正上方一定會加設支承加勁材，但不一定會

有豎向、加勁材與縱向加勁材。豎向縱向加勁材可能共同存在或

僅有豎向加勁材。設計者應有清晰之設計觀念，使用過量之豎向、

縱向加勁材對 I 型鈑樑可能造成負面之效果，例如殘餘應力。  

依 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】， I 型鋼加勁大樑可分為

以下兩大類，即：  

1豎向加勁大樑  
2縱向加勁大樑  

以下吾人將分別探討之。  

4.5.1 豎向加勁大樑  

    豎向加勁材之主要目的在於補強腹鈑之抗剪能力，同時亦可

作為橫隔樑、隔鈑與大樑間之連接鈑 (Connection Plate)。〝豎向〞

意指其與大樑長度方向成垂直向，AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】
中以〝 Transverse Stiffeners〞稱之，因此，工程界亦有人以〝橫

向材勁材〞稱之。  

    當腹鈑之抗剪能力無法滿足規範之規定時，則腹鈑便必須加

設豎向加勁材。 I 型鋼鈑樑加設豎向加勁材是大樑之拉力場作用

(Tension Field Action)可以發揮之基本條件，如圖 4.15 所示。  

在無縱向加勁材之前提之下，設置豎向加勁材時必須確定腹

鈑之深厚比滿足下式之規定，即：  

yw Ft
D 500,36

≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-39)  

    將常用之 Fy 值代入上式，則吾人便可清楚看出，鋼板降伏強

度愈大者，其
wt

D 值便愈小，此意謂著鋼板之 Fy 值愈大，則其抗

剪能力便愈強。  
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wt
D  Fy  

(psi)  

192 36,000 

163 50,000 

138 70,000 

122 90,000 

115 100,000 

    如果腹鈑之深厚比超過規範之規定〔式 (4-39)〕，則設計者有

兩個途徑可解決，即：  

    1調整腹鈑之 D、 tw 值  
2加設縱向加勁材  

    豎向加強材之寬厚比必須滿足下式之規定，即：  

16≤
′

t
b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-40)  

    式中 b′、 t  =加鈑材之突出寬度 (Projecting Width)與厚度  
    跨距中之加勁材 (有別於支承正上方之支承加勁材 )之總斷面

積應符合式 (4-41)之規定，即：  

218)1(15.0 w
cr

yweb

uw

t
F

F
V
VC

t
DBA ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-41)  

    式中 B =1.0，如果豎向加勁材成對 (即同一腹鈑斷面兩側各有

一豎向加勁材 )  
=1.8，如果豎向加勁角鋼只位於腹鈑之單側  
=2.4，如果豎向加勁鈑只位於腹鈑之單側  

        Fy w e b  =腹鈑之降伏強度  

    式 (4-41)中， 12)(
9025000

ycr F
t

b
F ≤

′
=  

    其中， b ′為豎向加勁材之突出寬度，而 1yF 乃是加勁材之降伏

應力。  
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    豎向加勁材對參考面之二次慣性矩應符合式 (4-42)之規定，

即：  

JtdI w
3

0≥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-42)  

    式中 5.02)(5.2 2

0
≥⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= d

DJ  

        d0  =相鄰兩豎向加勁材之間距  

    計算豎向加勁材之二次慣性矩時之參考面取法有兩種，即：  

    1當加勁材成對佈設時，應取腹鈑之中心線為參考面  
2當加勁材只位於腹鈑單邊時，參考面應為加勁材與腹鈑之

接觸面  

    豎向加勁材不需承壓於受拉翼鈑上。加勁材銲縫末端至腹鈑

與翼鈑間角銲縫之近邊距離不得小於 4 tw 或大於 6 tw。為使僅設於

腹鈑一邊之加勁材有效起見，加勁材應能承壓，但不需密接於受

壓翼鈑上。如圖 4.16 所示。  

若豎向加勁材用作隔鈑或橫構架與小樑或大樑之連接，則應

與上、下翼鈑剛性連接，以避免發生腹鈑局部挫屈或龜裂之情況，

圖 4.17、 4.18 所示即為典型之例。  

4.5.2 縱向加勁大樑  

    縱向加勁材之主要目的在於補足腹鈑與豎向加勁材之不足。

另一方面，縱向加勁材置於樑構件之受壓側，故縱向加勁材亦可

增強樑構件之抗彎穩定性。  

當對稱性 I 型斷面鋼樑之腹鈑厚度不足，無法滿足式 (4-43)
時，則此樑構件便必須加設縱向加勁材，且將其置於距離受壓翼

鈑內緣之 5
D 處 (D =腹鈑深度 )，如圖 4.19 所示。  

yw Ft
D 000,73

≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-43)  

如仔細比較式 (4-39)與式 (4-43)，則吾人可清楚看出，式 (4-43)
剛好為式 (4-41)之兩倍。  

    縱向加勁材可以於腹鈑之單側或雙側佈設，依需要而異。惟

AASHTO 規範【 1】中之設計規定均只針對一根縱向加勁材。另
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一方面，吾人應有清晰之設計觀念，採用較厚之腹鈑應比加設縱

向加勁鈑為佳。  

    縱向加勁材之尺寸應符合下列規定，即：  

(a)  縱向加勁材之厚度 t s 必須：  

2600
y

s

Fb
t

′
≥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-44)  

  且作用於縱向加勁材之因數化彎曲應力必須小於加勁材之

降伏應力。  

(b)  縱向加勁材之剛度必須符合下式，即：  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥ 13.04.2

2
03

D
d

DtI w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-45)  

(c)  加勁材之迴轉半徑不得小於：  

000,23
0 yFd

r ≥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-46)  

從 結 構 力 學 之 觀 點 而 言 ， 式 (4-45)係 為 補 強 大 樑 之 抗 彎 能

力，而式 (4-46)、式 (4-47)係為了提升大樑腹鈑之垂直穩定性，避

免腹鈑產生垂直挫屈。依 AASHTO 規範【 1】之設計理念，計算

上述 I 及 r 值時，係採用等效柱 (Equivalent  Column)之理論，同時

亦應考慮以不超出 18 tw 寬之腹鈑 (參見圖 4.20)為縱向加勁材之一

部份。又豎向加勁材之彈性斷面模數，應不小於：  

ts SdDS )/(
3
1

0= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-47)  

    式中 St  =縱向加勁材之彈性斷面模數。  
        D =翼鈑淨距  

4.6  LFD 樑構件之剪力強度容量  

對完全未加勁之腹鈑而言，腹鈑之剪力容量 (Shear Capacity，
即抗剪能力 )可以下式計算之，即：  
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Pu CVV = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-48)  

    式中 Vu  =塑性或挫屈剪力  

    對腹鈑具豎向加勁材之 I 型鋼鈑樑而言，其剪力容量應考量

拉力場作用下之後挫屈 (Post-Buckling)效應，依據 AASHTO 規範

【 1】，其可以下式估算之：  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
+=

2)/(1
)1(87.0

Dd
CCVV

o

Pu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-49)  

式中 Vp  =腹鈑之塑性剪力強度 (Plastic Shear Strength，參考圖

4.21)，依 AASHTO 公路橋樑設計規範【 1】，其應為：  

wyP DtFV 58.0= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-50)  

式 (4-48)中之 C 為常數，其為挫屈剪應力與降伏剪應力之比

值，共有下列三種狀況，即：  

1如果  
yw F

k
t
D 000,6

< ，則  0.1=C  

2如果  
ywy F

k
t
D

F
k 000,75000,6

≤≤ ，則  

y
w

F
t
D

kC

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

000,6  

    3如果  
yw F

k
t
D 500,7

> ，則  

y
w

F
t
D

kC 2

7105.4

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

×
=  

    式中 k =挫屈係數 (Buckling Coefficient)。  

對完全未加勁之腹鈑而言，其值可取 5.0，否則應以下式計算

之，即：  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛÷+=

2
055 D

dk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-51)  

    式中 D =翼鈑間無支撐之淨距  
        =0d 豎向加勁材之間距  
        Fy  =腹鈑之降伏應力  
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    LFD I 型鋼鈑樑設計亦須考量彎矩 -剪力互制 (Moment-Shear 
Interaction)，其可分為下列兩種狀況。  

1 .  如 果 斷 面 同 時 受 到 彎 矩 與 剪 力 共 同 作 用 ， 且 內 在 彎 矩 大 於

0.75Mu，則斷面剪力便須符合下式之規定 (參考圖 4.22)。  

)/6.1(2.2/ uu MMVV −= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-52)  

2.  針 對 合 成 非 結 實 斷 面 而 言 ， 如 果 因 數 化 彎 曲 應 力 f s 大 於

0.75Fu，則斷面剪力便須符合下式之規定。  

)/6.1(2.2/ usu FfVV −= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-53)  

    式中 fS  =其較大值之
u

S
f

F 頂鈑或底鈑之因數化之彎矩正向應

力  

若 wtD / 值大於 150，須設置豎向中間加勁材。對無縱向加勁

之樑，豎向中間加勁材間距不得超過 [ ]2)//(260 wtDD ，以確保樑之組

立施工製造。  

對縱向或豎向加勁樑之簡支端，其第一中間加勁材之設置應

使其端點之剪力不超過塑性或挫屈剪力，其值由下式計算：  

Pu VV ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4-54)  

對豎向加勁樑，其第一中間加勁材之間距不得超過 1.5D。對

縱向加勁樑，其第一中間加勁材之間距不得超過分割後最大次格

間樑深之 1.5 倍。  

4.7 結語  

本文已將樑式鋼橋之 ASD 與 LFD 設計理論差異性作了完整

之比較，且亦將 I 型鈑樑鋼橋之 LFD 設計細則進行系統化之整理

與描述。  

    綜合前述之設計細則，吾人可清楚看出，由結構力學之觀點，

拉力桿件之結構破壞行為可能為拉力降伏或斷裂，而壓力構件之

破壞模式主要為局部挫屈、整體挫屈或壓力降伏。受彎鋼樑構件

之破壞模式則同時包含受拉桿件及受壓構件之破壞模式，如局部

挫屈、降伏、斷裂、及在彎矩力偶下產生扭轉挫屈破壞。而影響
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鋼樑抗彎能力之主要因素可歸類為下列數項：  

(1)  鋼材之降伏應力，例如 yP ZFM = 。  
(2)  斷面之尺寸大小，因其決定 I， S， Z 等斷面性質，  
(3)  殘留應力，因殘留應力可能使鋼樑在受力時提早進入降伏  
   狀態，  
(4)  斷面肢材之寬厚比、深厚比，因其將影響鋼樑構件之局部   
   挫屈強度，  
(5)  受壓翼鈑處之側向支撐間距，因其影響鋼樑構件之側向扭   
   轉挫屈強度。  
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表 4.1 AASHTO 規範之樑式鋼橋適用性  
適用性  

平面曲線形鋼橋  設計規範  最早出現年代
直線形鋼橋

I 型鋼橋  箱型鋼橋  

ASD 1921 √  √  √  

LFD 1973 √  √  √  

ALFD 1986 √    

LRFD 1994 √    

表 4.2 容許應力設計法之載重群組  
Col .  No.  1  2 3 3A 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

β     係     數  

GROUP γ  
D (L+I ) n  

(L＋

I ) p  
CF E B SF W WL LF R+S+T EQ ICE

% 

I  1 .0  1 1  0  1 βE 1 1 0 0 0 0 0 0 100

IA 1.0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150

IB 1.0 1 0 1 1 βE 1 1 0 0 0 0 0 0 ∗∗

I I  1 .0  1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 125

III  1 .0  1 1 0 1 βE 1 1 0.3 1 1 0 0 0 125

IV 1.0 1 1 0 1 βE 1 1 0 0 0 1 0 0 125

V 1.0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 140

VI 1.0 1 1 0 1 βE 1 1 0.3 1 1 1 0 0 140

VII  1 .0  1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 133

VIII  1 .0  1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 140

IX 1.0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 150

容

許

應

力  

設  

計  

法  

X 1.0 1 1 0 0 βE 0 0 0 0 0 0 0 0 100

註： 1.  (L+I) n：係針對典型 AASHTO 之 H 與 HS 貨車載重與衝擊效應。  

    2 .  (L+I) P：橋樑主管機關所定超載荷重 (Over load)之活載重與衝擊效應。

    3 .∗∗：由橋樑主管機關訂定，用於超載荷重之橋樑評定 (Rat ing)。  

4 .請同時參考文獻〔 1〕之 Table  3 .22 .1A 
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表 4.3 強度設計法之基本理念  

基本功能  載重模式  設計載重值

結構反應

之  
設計重點  

設計參數  

服務載重  
(Service 
Loads)  

D＋ (L＋ I )  
1疲勞  
2活載重  
  變位  

1活載重應力

  範圍  

2勁度  服務性  
(Serviceabi l i ty)  

超載荷重  
(Overloads)  

D＋ β (L＋ I ) 永久變形  
1最大應力  
2摩擦性接頭

之滑動  

安全性  
(Safety)  

最大設計載重

(Maximum 
Design Loads)

[ ])( ILD ++ βγ ψ (最大強

度 )  
彎矩、剪力與

軸向力強度  

註： D＝靜載重， I＝衝擊力， γ ＝載重因數  
L＝活載重， β ＝載重係數，ψ＝強度折減因數  

表 4.4 強度設計法之載重群組  
Col .  No.  1  2  3 3A 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

β     係     數  
GROUP 

 
D (L+I)n  (L＋ I ) p CF E B SF W WL LF R+S+T EQ ICE

I 1.3  βD  1 .67*  0  1 .0 βE 1 1 0 0 0 0 0 0 
IA 1.3 βD 2.20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
IB 1.3 βD 0 1 1.0 βE 1 1 0 0 0 0 0 0 
I I  1 .3  βD 0 0 0 βE 1 1 1 0 0 0 0 0 
I I I  1 .3  βD 1 0 1 βE 1 1 0.3 1 1 0 0 0 
IV 1.3 βD 1 0 1 βE 1 1 0 0 0 1 0 0 
V 1.25 βD 0 0 0 βE 1 1 1 0 0 1 0 0 
VI 1.25 βD 1 0 1 βE 1 1 0.3 1 1 1 0 0 
VII  1 .3  βD 0 0 0 βE 1 1 0 0 0 0 1 0 
VIII  1 .3  βD 1 0 0 βE 1 1 0 0 0 0 0 1 
IX 1.20 βD 0 0 0 βE 1 1 1 0 0 0 0 1 

載  
重  
因  
數  
設  
計  
法  

X 1.30 βD 1.67 0 0 βE 0 0 0 0 0 0 0 0 
註：參考文獻【 1】之 Table  3 .22.1A 
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(a)熱軋型鋼樑橋  

 

 

 

 

 

 

 

(b)鈑樑鋼橋  

 

 

 

 

 
 
                支承處              跨中處  

(c)箱型鋼橋  

圖 4.1 樑式鋼橋之分類  
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熱軋型鋼

鈑樑 

橫向支
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圖 4.2  I 型鋼鈑樑受彎矩時之翼鈑與腹鈑受力示意圖  

 

頂鈑之三力

底鈑之三力

腹鈑受

側視圖 

橫斷面 腹鈑受力

翼鈑與腹鈑受力之自由
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1＝腹鈑 (Web)  

2＝翼鈑 (Flange)  

3＝豎向加勁材 (Transverse  St i ffener)  

4＝縱向加勁材 (Longi tudinal  St i ffener)  

5＝支承加勁材 (Bearing St i ffener)  

6＝剪力連結器 (Shear  Connector)  

7＝接頭 (Spl ice)  

圖 4.3 典型 I 型鋼鈑樑之設計細部  
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圖 4.4 加勁肢材與非加勁肢材之分野  
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      Mp＝FyZ＝塑性彎矩(Plastic Moment) 
      Z / S＝形狀因數(Shape Factor) 
      Z =塑性斷面模數 
      S =彈性斷面模數 
 

圖 4.5 極限彎矩容量示意圖 

應力圖 應變圖 
連續式之變位曲線 

(彈性變位曲線方程

式可微分) 

My My 

My＝降伏彎矩(Yield Moment) 
Fy =降伏應力，εy =降伏應變 
M =斷面之內在彎矩(由外力造成) 

(a)降伏階段 

Fy yε   

M≤My 

M 

Mp≥M≥My 

Fy yε>   

應力圖 應變圖 

(b)部份塑性階段 
  (彈塑性階段) 

Mp 

Fy 〉〉 yε   

yε   
Mp 

塑性鉸 

折角 

Mp 

(c)完全塑性階段 

有折角之變位曲線 
(變位曲線在塑性鉸

處不能微分) 

M 

yε   

塑性區 



曲線 I 型鋼橋橫隔樑佈設準則之研究 

94            逢甲大學 e-Thesys(93 學年度) 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a)箱型鋼樑 
 

 
 
 
 
 
 

 
(b)I 型鋼鈑樑 

圖 4.6 翼鈑因受壓而發生局部挫屈 
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(a)純剪力 

 
 
 
 
 

(b)剪力與壓力 

 
 

 
 
 
 
 

(c)剪力與彎矩 

 
 

 
 
 
 

(d)剪力、壓力與彎矩 

圖 4.7 腹鈑受力之各種可能型式 
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圖 4.8 典型鋼樑之點式側向支撐 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.9 典型鋼樑之連續式側向支撐 
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側向扭轉挫屈           斷面 A-A 

圖 4.10 典型 I 型鋼樑之受力挫屈模式 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.11 鋼樑在跨距處無側向支撐，因受力而造成之側向扭轉挫屈
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(a)＋(b)→側向扭轉挫屈(Lateral Torsional Buckling) 
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圖 4.12 連續樑之彎矩重新分配 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.13  LFD 設計中，不同鋼樑斷面之彎矩正向應力分佈 
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(a)無縱向加勁鈑 
 

 
 
 

 
 
 
 

(b)有縱向加勁鈑 

圖 4.14  I 型鋼鈑樑之加勁材 
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(a)拉力場 
 

 
 
 

(b)等效桁架(Equivalent Truss) 

圖 4.15 拉力場之觀念 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

圖 4.16 豎向加勁鈑與翼鈑之接合 
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(a)局部挫屈發生前                 (b)局部挫屈發生後 

圖 4.17 豎向加勁材佈設不良可能造成之局部挫屈示意圖 
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圖 4.18 豎向加勁材佈設不良可能造成之局部挫屈示意圖 

 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.19 縱向加勁材 
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(a)一對加勁材         (b)雙對加勁材 

圖 4.20 等效柱之觀念 

 
 
 

 
 
 
 
 

(a)I 型鋼樑    (b)剪應力分佈 

圖 4.21 腹鈑剪應力狀態 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.22 LFD I 型鋼鈑樑之彎−剪互制
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第五章  格樑系統  

5.1 前言  

    所謂格樑相似法意指將橋樑之上部結構以具平面狀之格樑

(Grid)系統模擬之，此格樑系統之縱向樑即為橋樑上部結構之大

樑，橫向樑則為橋樑之橫隔樑，縱向樑與橫向樑之接點一般均為

剛接點 (Rigid Joint)。  

    一般而言，當橋樑之跨距與橋寬比值愈大時，用格樑相似法

便可愈精確地求得曲線 I 型鋼橋之結構行為。但必須注意，即使

將整個曲線 I 型鋼橋之上部結構模擬為格樑系統，格樑結構本身

仍是一個高度靜不定之結構系統。  

5.2 格樑相似法之早期應用  

    將格樑相似法之概念用於整座橋樑上部結構之分析首先由

Lavelle 與 Boick【 54】於 1965 年提出，之後更由 Lavelle 等人【 55】
於 1971 年加以修正。在此方法中，吾人將曲線 I 型鋼橋上部結構

視為平面 (雙面 )之格樑 (Grid)系統，而載重則垂直於格樑平面，翹

曲效應則完全忽略不計。典型之格樑平面系統如圖 5.1 所示。格

樑 相 似 法 之 早 期 研 發 過 程 完 全 接 受 美 國 聯 邦 高 速 公 路 總 署

(Federal  Highway Administrat ion,  FHWA) 所 主 導 之

CURT(Consortium of Universi ty Research Teams)研 究 計 畫 所 贊

助，所發展之電腦程式定名為 CUGAR1【 55】。在 CUGAR1【 55】
發展出來之同時，有其他學者與工程界人士嘗試用數學函數來建

立曲線樑之勁度矩陣。但這些方法均因為使用時受限於邊界條件

太多則無法求解之困境，因此，這些數學解析方法並不為工程界

人士所青睞。  

    1975 年 ， Lavelle【 56】 為 了 考 慮 曲 線 樑 翹 曲 之 效 應 ， 把

CUGAR1【 55】加以修正而成為日後工程顧問公司首先使用於實

際 曲 線 橋 樑 設 計 之 電 腦 程 式 ， 此 程 式 定 名 為 CUGAR2。 但 是

CUGAR2 仍只適用於開放式之曲線樑斷面。一年之後， CUGAR2
由 Lavelle【 57】繼續更新，使其亦能分析封閉式曲線樑 (亦含箱

型鋼樑 )與桁架型式之橫隔樑，此程式定名為 CUGAR3。在此程式

中，曲線橋之樑深需為一定值，而且箱型鋼樑必須有上側支撐，

以使箱型斷面變為封閉式。對於複合式結構而言，頂鈑之勁度假

設為無限大。 CUGAR 系列之電腦程式在實際應用上僅適用於靜
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載重分析，至於活載重分析則必須靠有經驗之工程師將活載重靜

止置放於正確位置方能求最大之結構反應，例如最大變矩、最大

扭曲等等。  

    CUGAR1、 2、 3 電腦程式對曲線橋樑分析之最大貢獻不在於

其學術理論背景，而在於這些電腦程式將整座曲線橋樑上部結構

之靜力分析列入考量。眾所周知，整座曲線橋樑上部結構之分析

工作不但繁瑣而且費時，不是一般具有正確解之數學解析方程式

可以輕易完成，因此，客觀而言，Lavelle 等人【 54-57】發展 CUGAR
系統程式對橋樑工程界最大之貢獻應是將曲線橋樑結構分析之電

腦程式化。  

    1973 年，加州大學柏克萊分校之 Powell 教授亦發展了一套

針對曲線 I 型鋼橋分析之電腦程式 CURVBRG【 58】。基本上，

Powell 教授【 58】仍沿用 CUGAR 系列之觀念，只不過在建立曲

線樑元素勁度矩陣時將曲線樑元素再細分為 8 個直線段之小樑元

素，如此建立之曲線樑元素勁度矩陣大小為 36×36。然後再經由

靜濃縮 (Static Condensation)之過程，最後形成之曲線樑元素勁度

矩陣則為 8×8 之大小。 CURVBRG【 58】之最大缺點與 CUGAR
系列一樣，完全無自動分析載重之能力。  

    直至目前為止，對曲線 I 型鋼橋而言，格樑相似法最大之爭

議乃是，如何決定使用在複合斷面之有效混凝土版面寬 (Effective 
Slab Width) ， 此 寬 度 是 決 定 複 合 斷 面 必 備 之 工 具 。 在 現 今 之

AASHTO 平面曲線橋樑規範【 1】中對此並無明確之定義，因此，

實 用 上 橋 樑 工 程 師 仍 採 用 直 線 橋 樑 規 範 來 決 定 (AASHTO Art .  
10.38.3， 16th Edit ion， 1996)。另一方面，格樑相似法最大之優

點則是大大地簡化了曲線鋼橋上部結構分析之複雜程度，尤其是

當 I 型鋼樑數目多而且支承中心線有斜角 (Skewed Angle)之時。  

5.3 改良式格樑相似法  

    美國馬里蘭大學 (Universi ty of Maryland， College Park)土木

工程研究所為了改進 CUGAR 系列與 CURVBRG【 58】電腦程式

之缺點，特別研發另一套以格樑相似法為主體之曲線鋼橋電腦程

式，定名為 DESCUS(DESign of Curved bridge System) 【 59】。
DESCUS 電腦程式分為兩大部分，其中 DESCUS1 程式專為分析

曲線 I 型鋼橋設計，DESCUS2 程式則用於分析曲線箱型鋼橋。此

程式中，曲線 I 型鋼橋之曲線樑元素每一節點均具有四個自由

度，亦即縱向彎矩、垂直剪力、純扭曲與雙彎矩 (Bimoment)。而
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且最大的突破乃是 DESCUS 程式具有自動分析活載重之能力、卡

車載重 (Truck Loading)與車道載重 (Lane Loading)可以依設計規範

之規定，自動地在格樑平面上縱向 (橋樑長度方向 )或橫向 (與行車

方向垂直者 )移動，以求得格樑平面上最大之活載重結構反應。在

美國境內，直至目前為止，已有超過 350 座以上之曲線 I 型鋼橋

利用 DESCUS 程式完成設計與施工。  

    使用格樑相似法時，必須注意其節點編碼系統，以避免結構

勁度矩陣太大，間接影響電腦程式之時間效率。圖 5.1 所示即為

典型格樑相似法之節點編碼方法。  

    橋樑設計之初必須從公路線形、上部結構佈置 (大樑與橫隔樑

等 )並 配 合 下 部 結 構 研 擬 該 橋 之 平 面 佈 置 ， 此 即 為 架 構 平 面 圖

(Framing Plan)。圖 5.2 所示即為典型平面曲線鋼橋之架構平面

圖。圖中之 G1、G2、G3 與 G4 代表此橋樑共有四根大樑 (G 為 Girder
之簡稱 )，而大樑之組成可能是 I 型鋼樑或箱型鋼樑。如果將鋼橋

上部結構各大樑與下部結構接觸之各支承中心連接成一條想像之

線 (即通稱支承中心線， Centerl ine of Bearings)，則支承中心線與

各大樑之相互位置便可由其交叉角度看出。此交叉如為垂直者 (即
90°)，則吾人稱此為輻射狀支承 (Radial  Supports)，即大樑中心線

與下部結構支承中心線成垂直狀。如果支承中心線與大樑並非以

90°交叉，則吾人稱此類之成為斜交式支承 (Skewed Supports)。圖

5.3 至 5.6 所示為橋台、橋墩支承中心線與上部結構大樑中心線之

各種交叉型式。以圖 5.3 所示為例，墩台之支承中心線之延長線

相交於同心圓之圓心，亦即墩台之支承中心線均位於輻射線之

上，而大樑中心線與之相互垂直。因此，墩台之支承均屬於輻射

狀支承，圖 5.4 與圖 5.5 之橋墩支承屬輻射狀支承，而兩側橋台

支承則屬斜交式支承。由此二圖中，吾人亦可清楚看出，此類橋

樑之下部結構支承中心線均平行，橋墩支承中心線位於圓心之輻

射線上，因此，橋墩之支承屬於輻射狀支承，而橋台之支承則屬

於斜交式支承。圖 5.6 之右側橋台支承中心線屬輻射狀支承，而

橋墩與左側橋台之支承中心線則屬於斜交式支承。  

    一般而言，支承中心線如能與大樑互為垂直，則不論從規劃

設計或施工之觀點均較為簡易，然而，由於公路路網之整體考量

與地理環境之限制，支承中心線與大樑斜交在許多場合幾乎是無

法避免之客觀現實。  

    針對上述下部結構不同之支承中心線與大樑交叉之型式，其

橫隔樑 (Diaphragms)佈置之型態亦稍有不同。橫隔樑依其所在位



曲線 I 型鋼橋橫隔樑佈設準則之研究 

107            逢甲大學 e-Thesys(93 學年度) 

置之不同，其稱呼亦稍有差異。一般而言，位於橋樑最外側者，

以 端 隔 樑 (End Diaphragms)稱 之 ， 其 餘 位 處 跨 徑 之 範 圍 者 則 以

Intermediate Diaphragms(或可稱為中隔樑 )稱之。對於所有位於支

承上方之橫隔樑，亦有人以支承橫隔樑 (Support  Diaphragms)稱
呼。  

    曲線鋼橋下部結構之支承中心線與大樑之相對交叉位置會影

響橫隔樑之佈置型態。以圖 5.3 為例，其下部結構所有支承係以

輻射狀佈置，因此，橫隔樑可以沿著大樑之長度方向等間隔佈置，

橫隔樑與大樑相互垂直，而且所有支承中心線與橫隔樑之延長線

均相交於同心圓之圓心處，因此，此種佈置之橫隔樑稱為輻射狀

橫隔樑 (Radial  Diaphragms)。圖 5.4 所示之中隔樑屬輻射狀佈置，

而端隔樑則為斜交式。圖 5.5 所示之橫隔樑佈置對每一根大樑而

言均為等間隔佈置，其與墩台之相對位置均為斜交式。圖 5.6 所

示之橫隔樑系統則屬交錯式 (Staggered)排列，但除左側橋台與橋

墩之外，其橫隔樑均與大樑保持垂直。  

    由上述可知，橫隔樑之佈置型態變化多端，型式之選定無一

定之準則，AASHTO 規範【 1】除建議最大可容許間距 (Diaphragm 
Spacing)之外，亦無強制規定型式之佈置，然必須注意，從橫隔

樑受力最佳化之觀點而言，橫隔樑最好與大樑相互垂直。  

5.4 橫隔樑之種類與型式  

    一般從橫隔樑受力最佳化觀點而言，橫隔樑最好與大樑相互

垂直。對曲線 I 型鋼橋而言，為詳細區分外樑之位置，吾人通常

把曲率半徑最大者稱為外側外樑 (Outside Exterior Girder)，反之，

曲率半徑最小者稱為內側外樑 (Inside Exterior Girder)。鋼樑分為

內、外大樑的主要目的在於其受力狀態不同，因此，AASHTO 標

準橋樑設計規範【 1】中規定，外樑之斷面大小不可小於內樑。  

    常用於 I 型鋼樑之橫隔樑有下列數種型式，即：  

1橫向剛架 (Cross Frame)或橫向支撐 (Cross Bracing)，分別為典型  
  K 型與 X 型橫向剛架式之橫隔樑 (K-Type and X-Type Cross  
  Frames ,  Diaphragms)。  
2軋型鋼橫隔樑 (Rolled Cross Beam)，例如 I 型鋼、槽鋼等…  



曲線 I 型鋼橋橫隔樑佈設準則之研究 

108            逢甲大學 e-Thesys(93 學年度) 

大樑

橫隔樑

橋台中心線

7

6

11

10

9

8

16

15

14

13

12

21

20

19

18

17

5

4

3

2

1

6

5

11

10

9

8

16

15

14

13

12

21

20

19

18

17

2

1

4

3

7

2

1

1 2

2=節點編號
2 =橫隔樑編號

2 =大樑構件編號
 

圖 5.1  格樑相似法之典型格樑系統與節點編碼系統  
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圖 5.2 典型平面曲線鋼橋之架構平面圖 
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圖 5.3 輻射狀之平面架構  
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圖 5.4 輻射狀之隔樑與斜交式之端隔樑  
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圖 5.5 斜交式佈置之橫隔樑系統  
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圖 5.6 交錯式佈置之橫隔樑系統  
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圖 5.7  典型之 K 型橫隔樑 (一 ) 

 
 

 

圖 5.8  典型之 K 型橫隔樑 (二 ) 
       (位於橋墩帽樑之正上方 )  
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圖 5.9  典型之 X 型橫隔樑  

 

 

圖 5.10  I 型鋼構成橫隔樑之典型範例  
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5.5 部份翹曲束制橫隔樑元素  

5.5.1 理論推導  

    本節之主要目的是根據格樑相似模式探討具部份翹曲束制

(Part ial ly  Warping Restraints)構件對其扭曲行為之影響。在導出其

構件元素勁度矩陣後，吾人亦以數值實例加以說明。本文所推演

出之部份翹曲束制觀念對橋樑工程師在實務設計時具有正面之助

益。  

根據薄壁樑理論【 60,61】，翹曲變形， ω可表示成：  

( )x- 0φωω ′= ˆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-1)  

式 中 0ω̂ = 翹 曲 函 數 (Warping Function) 或 扇 形 座 標 (Sectorial  
Coordinate)， ( )xφ 則是沿著橫隔樑長度之扭曲旋轉角函數，其為下

式之解：  

( )
ωω

φφ
EI
M

-
EI
GK

-x xt =′′′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-2)  

式中 =xM 扭矩， =ωI 翹曲常數， =tK 扭曲常數  
如定義：  

2t

EI
GK

λ
ω

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-3)  

則式 (5-2)便可改寫成：  

( ) x
t

2
2 M

GK
--x λφλφ =′′′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-4)  

針對某橫隔樑，如其長度為 l，且有一端為完全固定 (即完全翹曲

束 制 )， 另 一 端 則 為 完 全 自 由 端 (即 為 完 全 翹 曲 自 由 ， Warping 
Free)。假設此橫隔樑之自由端承受集中扭矩 T，則根據文獻【 62】
與【 63】，沿此橫隔樑長度之扭曲旋轉角之變化率便可表示成：  

( ) [ ]xsinhtanhxcosh-1
GK

Tx
t

λλλφ l+=′ . . . . . . . . . . . . . . . . (5-5)  

則沿橫隔樑長度之扭曲旋轉角可表示成： 

( ) ( )[ ]1-xcoshtanhxsinh-x
GK

Tx
t

λλλλ
λ

φ l+= . . . . . . . . . (5-6)  
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自由端之扭曲旋轉角則可表示成：  

[ ]
l

lll
ll

λ
λλλλ

λ
φ tanh-

GK
T tanh-

GK
T

tt
f == . . . . . . . . . . . . (5-7)  

針對鈑樑式 (Plate Girder)橫隔樑而言，如定義 teK 為其有效扭曲常

數 (Effective Torsional Constant)，即： 

f
te G

TK
φ
l

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-8)  

以 teK 代入式 (5-7)，則 teK 和 tK 之關係式便可寫成：  

ll

l

λλ
λ
tanh-

KK tte = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-9)  

綜合式 (5-1)與式 (5-5)，則翹曲變形便可以得到式 (5-10)表之，即： 

( )
t

00f GK
T-- ωφωω ˆˆ =′= l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-10)  

假設固定端僅受到部份翹曲變形之束制，則其翹曲變形 Pω 與自由

端之自由翹曲變形 fω 間可以正比例之關係表之，即：  

t
0rfrP GK

T-CC ωωω ωω ˆ== . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-11)  

式中 =wrC 翹曲束制常數，其數值介於 0 與 1 之間。綜合式 (5-1)與
式 (5-11)，則固定端 (翹曲未完全束制 )便可表示成：  

( )
t

0r0P GK
T-C0- ωφωω ω ˆˆ =′= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-12)  

由於固定端部分翹曲束制所造成之斜率可表示為：  

( )
t

r GK
TC0 ωφ =′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-13)  

由薄壁樑之原理，受到集中扭曲荷載之懸臂薄壁樑扭曲旋轉角之

通式可表示為：  

( )
tGK

TxxCsinhxBcoshAx +++= λλφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-14)  

式中 A、 B 與 C 為未確定常數。為了解這些常數，吾人必須利用
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下列三個邊界條件：  
( ) 00 =φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-15)  

( )
t

r GK
TC0 ωφ =′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-16)  

( ) 0=′′ lφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-17)  

利用式 (5-14)，常數 A、 B、 C 便可表示成：  

( ) lλ
λ ω tanh1-C

GK
TA r

t

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-18)  

( ) lλ
λ ω tanh1-C

GK
T-B r

t

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-19)  

( )1-C
GK

TC r
t

ωλ
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-20)  

基於此，式 (5-14)便可改寫成：  

( ) ( )[ ]
t

r
t GK

Txsinhxcoshtanh-tanh1-C
GK

Tx ++= lll λλλλ
λ

φ ω . . . . (5-21)  

此式之微分，即扭曲旋轉角之變化率便為：  

( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=′

l

l

λ
λφ ω cosh

x-cosh1-C1
GK

Tx r
t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-22)  

    式 (5-21)實為懸臂薄壁樑固定端為部份翹曲束制情況下，承

受集中扭曲荷載時之扭曲旋轉角之通式解。自由端扭曲旋轉角 fφ
則可由前述式 (5-5)得知，如下式所示。  

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=
l

lll

λ
λλ

φ ω tanh1-C
GK
T r

t
f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-23)  

    由前述完全翹曲束制情況下有效扭曲常數之定義，則依相同

原理，固定端部分翹曲束制情況下之有效扭曲常數便可表示成：  

f
tep G

TK
φ
l

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-24)  

最後， tepK 與 tK 間修正後之關係便可表示成：  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
ll

l

λλ
λ

ω tanh1-C
KK

r
ttep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5-25)  
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    圖 5.11 所示為薄壁型鋼橫隔樑翹曲邊界條件 (即 rCω 值之變化 )
對有效扭曲常數之影響。由此圖可清楚看出，隨著翹曲束制常數

之增加，有效扭曲常數則遞減。另一方面，此圖亦清楚顯示，構

件長度增加會使翹曲效應減弱。  
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圖 5.11 翹曲邊界條件與有效扭曲常數之關係  

5.5.2 元素矩陣  

    前述有效扭曲常數一旦已經推導出來，則吾人便可利用傳統

直線樑每節點具三個自由度之理論推導其元素勁度矩陣 (Element 
Stiffness Matrix)，詳見附錄Ⅱ。由此矩陣亦可清楚看出，傳統薄

壁樑之純扭曲常數 ( tK )由有效扭曲常數 ( tepK )取代，而 tepK 之值則與

大樑、橫隔樑間之邊界條件有直接關係。  
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5.5.3 數值分析  

    為了驗證前述推導具部份翹曲束制薄壁樑元素勁度矩陣之正

確性，以下將以某一 W24×104 橫隔樑為例進行數值分析。此

W24×104 型鋼長度為 10ft，一端固定，另一端則可完全自由變形，

自由端承受 1k-ft 之扭曲荷載。由本研究與文獻【 64,65】所得有

關扭曲旋轉角之比較如圖 5.12 所示，由此圖可清楚看出，翹曲束

制之程度愈小，則其扭曲旋轉角亦愈小。  
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本研究
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圖 5.12 翹曲束制邊界條件對扭曲旋轉角之影響  
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    圖 5.13 所示則是針對不同之固定端翹曲束制條件，自由端承

受扭曲荷載時之扭曲旋轉角。由此圖可看出，隨著 rCω 值愈大則自

由端之扭曲旋轉角亦愈大。  
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圖 5.13 扭曲旋轉角與翹曲邊界條件之變化關係  
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第六章 實例分析 

6.1 前言  

    依前述所推導之伏拉索夫曲線薄壁樑元素與部分翹曲束制樑

元素，本章將進行實例分析以驗證其正確性。  

6.2 曲線橋斷面與尺寸  

    圖 6.1(a)所示為本實例分析之橫斷面，其共有 4 根大樑，即

圖中所示之1、2、3、4。此橋之鋼筋混凝土橋面版厚為 8 ′′，其

28 天齡期之抗壓強度為 4ksi。圖 6.1(b)所示則為其橫隔樑佈設

圖，由此圖可看出，曲線大樑係由鈑樑組成，其腹板深 06 ′′。  

⎪
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⎨

⎧
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圖 6.1 實例分析曲線 I 型鋼橋  
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    圖 6.2 所示為四根大樑之斷面尺寸與長度，其中 "G"為大樑

(Girder)之簡稱。  

 
圖 6.2 曲線 I 型大樑斷面尺寸  

6.3 曲線橋之平面佈設  

    為了驗證所推導曲線樑元素之力學正確性與橫隔樑之佈設準

則，此實例分析採取之平面剛架佈設 (Framing Plan)如圖 6.3 所

示，其共分成三種狀況，總結如下：  

(a)平面佈設 1：橋台 1、 2 與橋墩之支承中心線皆與大樑垂直。  

(b)平面佈設 2：橋台 1、橋台 2 與橋墩之支承中心線與大樑均有  
              斜角 (Skewed Angle)存在。  

(c)平面佈設 3：橋台 2 之支承中心線與大樑垂直，橋台 1 與橋墩  
              之支承中心線則與大樑成斜角。  

6.4 結構分析軟體  

    本研究採用之分析軟體為 DESCUS 1【 21】， DESCUS 1 程式

專為分析曲線 I 型鋼橋設計。此程式中，曲線 I 型鋼橋之曲線樑

元素每一節點均具有四個自由度，亦即縱向彎矩、垂直剪力、純

扭曲與雙彎矩 (Bimoment)，即吾人前述推導之 Vlasov Element。
與其它分析軟體比較， DESCUS 1 之最大的突破乃是 DESCUS 1
程式具有自動分析活載重之能力；卡車載重 (Truck Loading)與車
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道載重 (Lane Loading)可以依設計規範【 1】之規定，自動在格樑

系統之平面上縱向 (橋樑長度方向 )或橫向 (與行車方向垂重者 )移
動，以求得格樑平面上最大之活載重結構反應。在美國境內，直

至目前為止，已有超過 350 座以上之曲線 I 型鋼橋利用 DESCUS 1
程式完成設計與施工。台灣地區有數家大型工程顧問公司亦擁有

此軟體，工程實績超過 10 座。  
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圖 6.3 曲線 I 型鋼橋之平面佈設  
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6.5 斷面性質計算  

    鋼橋結構分析之所有不同斷面性質中以鋼橋縱向之彎矩斷面

性質最為重要，其原因在於縱向彎矩造成之正向應力與垂直變位

在所有不同之結構反應中通常佔最大之比例。  

    對非合成式 (Noncomposite)鋼橋而言，鋼樑本身必須承受上

部結構所有荷重，以 I 型鋼樑為例 (見圖 6.4)，其斷面至少具有單

軸 (y 軸 )對稱性，以形心軸 (Centroidal  Axes)為基準之斷面性質可

表示如下：  

∫ ∫ ∫ ===
A A A

0xydAxdAydA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-1)  

上式中之 A 代表橫斷面積之意。  

斷面形心位置 ( cx ， cy )可以由下式得之：  

∫

∫
=

A

A
c

dA

xdA
x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-2a)  

∫

∫
=

A

A
c dA

ydA
y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-2b)  

橫斷面之面積與針對 x、 y 軸之二次慣性矩則可以下式表之：  

∫=
A

dAA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-3a)  

∫=
A

2
x dAyI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-3b)  

∫=
A

2
y dAxI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-3c)  
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cy

 

圖 6.4 典型之單軸對稱 I 型鋼樑斷面  

    針對縱向彎矩之結構行為而言，合成式鋼橋上部結構之斷面

性質必須分為三大階段，每一階段所代表之橫斷面物理特性與橋

樑受力狀態均不同，而這三大階段乃是以彈性斷面模數 (Elastic  
Section Modulus)作為分界點。如以 sE 代表鋼材之彈性模數 (Elastic 
Modulus)， cE 代表混凝土橋面版之彈性模數，則彈性斷面模數比

n(Modulus Ratio)便可表示成：  

c

s

E
E

n = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6-4)  

    此式亦是材料力學中轉換面積法 (Transformed Area Method)
求解合成斷面性質之理論基礎。即將原為合成式之斷面轉換為純

鋼材之理想斷面，亦即將鋼樑上部之鋼筋混凝土部份利用彈性斷

面模數之觀念將其轉換為等值之鋼材。圖 6.5 原合成斷面之 RC
橋面版寬度為有效翼鈑寬 (Effective Flange Width，見文獻【 1】第

10.38.3 節 )，其面積轉換之作法為有效翼鈑寬保持不變，但將原

橋面版厚度縮小 n 倍。  

    如 將 完 全 合 成 斷 面 之 彈 性 斷 面 模 數 比 定 義 為 n ， 則 依 據

AASHTO 之公路橋樑標準規範【 1】，隨著荷重狀況之改變，彎矩

斷面性質之三大階段便可以分類為：  

1 ∞=n ，靜載重狀態，非合成斷面。  
2 3n ，附加靜載重狀態，部份合成斷面。  
3 n，活載重狀態，完全合成斷面。  

以下吾人將分別說明之。  

    在上部結構鋼樑系統已完全定位，直至混凝土橋面版澆置之
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後，由於此時之混凝土仍屬濕軟之狀態，無抵抗外力之功用，因

此 0Ec = ，所以此階段之 ∞== cs EEn ，亦即此階段仍屬施工初期，

橋樑所受到之荷重只有上部結構本身之靜載重。  

    混凝土橋面版施工完成後，橋面版雖已達到某種程度之強

度，但吾人仍必須進行橋面版上其他附屬構件之施工，例如護欄、

欄杆、照明設施、排水設施與磨耗層等等。針對此階段之橋樑受

力狀態， AASHTO 公路橋樑標準規範【 1】之 10.38.1.4 節中將彈

性斷面模數比定義為 cs EE3n = ，其相對應之荷重為附加靜載重

(Superimposed Dead Load)。吾人亦必須注意，此受力階段之彈性

斷面模數比定義為 3n 之主要考量在於 RC 橋面版之潛變 (Creep)效
應。  

    橋樑完工通車後，混凝土橋面版便可以開始承受外在活載重

之作用，此時合成斷面之作用已完全成熟，其彈性斷面模數比為

n，其相對應之荷重狀態乃是活載重。  

    表 6.1~6.3 所示即為分析實例中，三個平面佈設之橫斷面性

質總表，其中連續樑之正、負彎矩定義如圖 6.6 所示。  
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圖 6.5 I 型鋼樑合成斷面與理想斷面之轉換
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表 6.1 平面佈設 1 之二次慣性矩(in.4) 

正彎矩區，跨距 1 負彎矩區 正彎矩區，跨距 2

大樑
大樑+

3n 混凝土
大樑+

n 混凝土 大樑
大樑+
混凝土 大樑

大樑+
3n 混凝土

大樑+
n 混凝土

38640
34772
30106
24300

76704
70102
61444
50094

109177
98822
85292
68014

53949
47133
41268
30807

63660
56637
50769
40020

25138
22932
22179
21565

52028
51405
49513
45831

70974
70878
67929
61943  

表 6.2 平面佈設 2 之二次慣性矩(in.4) 

正彎矩區，跨距 1 負彎矩區 正彎矩區，跨距 2

大樑
大樑+

3n 混凝土
大樑+

n 混凝土 大樑
大樑+
混凝土 大樑

大樑+
3n 混凝土

33447
32154
30106
23087

66902
66440
61444
51451

93436
85292
70886

49974
47132
43386
35661

59694
56637
52426
44549

23262
24058
23262
20709

49806
51720
49806
45616

67972
70926
67972
61917

93538

 

表 6.3 平面佈設 3 之二次慣性矩(in.4) 
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正彎矩區

負彎矩區

正彎矩區 正彎矩區

負彎矩區

靜載重彎矩反曲點(M=0)

橋樑上部結構之
靜載重彎矩圖

圖 6.6 連續樑結構正負彎矩區之定義
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6.6 分析比較  

    為了進行各種平面佈設之結構行為比較，首先將平面曲線鋼

橋之曲率忽略，亦即將其視為直線形鋼橋。利用直線樑近似法所

得之縱向彎矩歸納如表 6.4 所示。  

表 6.4 直線樑近似法之大樑縱向彎矩  

節點編號 大樑 大樑 大樑 大樑

1 0.0 0.0 0.0 0.0
2 487.7 476.9 458.0 436.8
3 916.9 887.0 842.3 795.3
4 1178.6 1136.3 1074.4 1012.0
5 1260.5 1213.5 1144.3 1078.2
6 1162.6 1118.7 1052.2 994.2
7 884.9 851.8 797.9 759.8
8 427.5 412.9 381.6 375.1
9 -204.5 -193.7 -189.9 -153.7
10 -1014.6 -968.9 -924.8 -833.2
11 -1879.9 -1797.7 -1707.3 -1557.4
12 -1043.3 -995.4 -947.8 -854.7
13 -382.9 -360.8 -345.4 -296.8
14 85.0 89.0  82.8 99.0
15 356.5 351.5 335.2 332.3
16 431.5 424.9 408.2 398.0
17 310.1 305.3 294.2 285.2
18 0.0 0.0 0.0 0.0

1 11 18

節點編號

7等分10等分  

    圖 6.7 所示即為平面佈設 1，僅針對靜載重之大樑縱向彎矩比

較圖，由此圖可看出 DESCUS 1 之結果與 MSC/NASTRAN【 32】
程式之結果非常接近。其中 MSC/NASTRAN 在學術界與工程界頗

負盛名，為結構分析領域常用之分析軟體，圖 6.8 即為針對本分

析實例之模式，其中， I 型大樑之頂板、腹板、底板與橫隔構件

皆以樑元素模擬之。  
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    由圖 6.7 亦可清楚看出，以直線樑分析模式而言，曲率半徑

愈小，則誤差愈大，由大樑 G4 觀之最為明顯。如僅針對靜載重，

V-Load Method 之結果與 MSC/NASTRAN 及本研究之結果比較尚

可接受，故吾人強調 V-Load Method 在初步設計可扮演重要角色。 
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圖 6.7 平面佈設 1 之靜載重彎矩比較圖  
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(a) 平面佈設1

(b) 平面佈設2

(c) 平面佈設3
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圖 6.8 MSC/NASTRAN 之分析模式  
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    圖 6.9 所示則是 V-Load Method 中作用於翼板之等值橫向荷

載 (Equivalent  Lateral  Loads)，原鋼橋結構中之橫隔樑可視為支

承，其計算可參照前述章節。  
 

 

hR
M

hR
M

 

圖 6.9 V-Load Method 中作用於翼板之等值橫向荷載  
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    圖 6.10 所示為各分析模式所得之靜載重彎矩值與直線樑近似

值之彎矩差異值比較圖，亦即曲率造成之影響。由此圖可看出，

直線近似法不宜用在曲線鋼樑之力學分析，尤其是外樑 (G1)與內

樑 (G4)處。  
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圖 6.10 平面佈設 1 曲率造成之靜載重彎矩差異值  
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    圖 6.11 與圖 6.12 分別為平面佈設 2、 3 之靜載重彎矩值比較

圖。綜合圖 6.7 與 6.11、 6.12，吾人可清楚看出，不論平面佈設

情況為何，曲率半徑愈小者，則以直線樑近似法得到之結果有較

大之誤差。另外，吾人亦可清楚看出，本研究所推導之 Vlasov 
Element 所得之精度與 MSC/NASTRAN 程式非常接近，表 6.5~表
6.7 為各分析模式所得之彎矩比較值。  

大
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大
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圖 6.11 平面佈設 2 之靜載重彎矩值比較圖  
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圖 6.12 平面佈設 3 之靜載重彎矩值比較圖  
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表 6.5 各分析模式靜載重彎矩值比較 -平面佈設 1 

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.75L2) 

1262.9

-1879.9

425.4

1731.6

-2157.9

374.1

1760.8

-2145.5

373.7

1728.9

-2160.1

376.1

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.68L2) 

1215.9

-1797.7

430.3

1347.9

-1947.4

382.8

1378.0

-1883.7

406.4

1346.7

-1946.8

380.7

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.67L2) 

1147.1

-1707.3

412.9

984.1

-1692.9

425.4

990.4

-1619.7

434.7

983.6

-1690.3

424.1

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.67L2) 

1080.4

-1557.4

403.6

625.0

-1313.7

461.9

625.2

-1292.7

479.6

624.2

-1311.8

459.8

G2

G3

G4(內樑)
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表 6.6 各分析模式靜載重彎矩值比較 -平面佈設 2 

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.70L2) 

1012.2

-1814.3

551.9

1396.7

-2038.1

520.8

1432.6

-1997.6

482.4

1395.8

-2036.7

519.1

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.39L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.69L2) 

1058.2

-1826.6

562.7

1212.2

-1904.7

542.3

1191.0

-1896.6

548.2

1210.7

-1901.6

541.7

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.36L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.68L2) 

1077.7

-1822.3

563.9

1013.9

-1756.0

558.4

952.2

-1751.9

570.0

1011.7

-1754.8

560.1

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.39L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.67L2) 

1075.3

-1822.9

547.8

684.8

-1573.7

531.2

728.1

-1625.1

549.0

681.4

-1574.2

530.9

G2

G3

G4(內樑)
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表 6.7 各分析模式靜載重彎矩值比較 -平面佈設 3 

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.36L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.71L2) 

975.1

-1947.7

672.6

1393.1

-2132.9

607.7

1392.6

-2144.7

617.8

1391.8

-2130.8

606.8

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.39L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.69L2) 

1060.8

-1819.8

552.9

1205.6

-1945.5

533.6

1196.9

-1894.2

536.8

1206.7

-1943.6

532.5

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.36L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.67L2) 

1120.0

-1706.6

412.9

1007.2

-1687.0

415.9

990.1

-1633.4

425.6

1006.6

-1686.1

413.8

位置

直線近似法
k-ft

MSC/NASTRAN
k-ft

V-Load-Analysis
k-ft

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.44L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.72L2) 

1159.3

-1571.3

288.2

770.5

-1287.9

319.6

808.5

-1378.6

302.8

768.8

-1288.3

318.2

G1(外樑)

G2

G3

G4(內樑)
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    圖 6.13 所示為 MSC/NASTRAN 程式針對合成式 (Composite)
斷面之分析模式，其中 RC 橋面版係以轉換面積之方法將其轉換

為鋼材，再以板元素模擬之。表 6.8 所示則是 DESCUS 1 與

MSC/NASTRAN 程式之彎矩比較值。  

 
圖 6.13 平面佈設 1-合成式 (MSC/NASTRAN) 

    圖 6.14 所示則為 MSC/NASTRAN 程式針對卡車活載重之分

析模式，於產生最大活載重之位置以等值集中活載重模擬之。由

此圖可看出，不具活載重自動分析模式之電腦程式在應用上有相

當程度之受限。表 6.9 所示為 DESCUS 1 與 MSC/NASTRAN 程式

之活載重彎矩比較表。  

HS20卡車活載重

混凝土橋面版元素

等值集中活
載重

HS20卡車活載重 等值集中活
載重

A

A

(a)跨距1最大活載重之位置(G4)
A

(b)跨距2最大活載重之位置(G4)  

圖 6.14 MSC/NASTRAN 電腦程式之活載重模擬  



曲線 I 型鋼橋橫隔樑佈設準則之研究 

140            逢甲大學 e-Thesys(93 學年度) 

    由表 6.8 與表 6.9 亦可清楚看出，橫格樑數目愈少，則大樑

之彎矩便增大，反之，橫格樑數目增大，則大樑之彎矩便減小。

此意謂著橫隔樑對 I 型鋼橋上部結構之受力特性具有分攤載重之

特性。其中 MSC/NASTRAN 之結構分析模式如圖 6.15 所示。  

表 6.8 DESCUS 1 與 MSC/NASTRAN 程式附加靜載重彎矩值

比較 -平面佈設 1 

位置

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
平面佈設1

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.68L2) 

647.7

-653.9

164.8

513.0

-573.8

177.1

490.0

-551.5

169.2

492.7

-554.2

171.3

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.68L2) 

499.3

-567.1

168.5

480.1

-546.6

168.8

440.7

-512.1

153.4

442.6

-514.6

155.6

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.68L2) 

357.8

-482.8

172.8

392.9

-467.2

155.2

379.1

-464.1

150.7

381.2

-467.3

152.4

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.67L2) 

219.7

-366.0

170.9

308.7

-383.4

151.1

319.4

-384.5

144.1

321.6

-386.7

146.4

G1(外樑)

G2

G3

G4(內樑)

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
平面佈設1

MSC/NASTRAN
平面佈設1

MSC/NASTRAN
平面佈設1
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表 6.9 DESCUS 1 與 MSC/NASTRAN 程式活載重彎矩值比較  

位置

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
平面佈設1

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.54L2) 

3648.0

-1525.4

2541.6

2504.7

-1186.3

1768.2

2320.6

-913.2

1615.6

2323.4

-916.3

1618.3

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.42L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.53L2) 

2342.2

-1155.6

1787.3

2175.7

-1128.0

1591.5

1977.4

-959.3

1403.4

1980.1

-963.4

1406.1

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.53L2) 

1895.2

-875.3

1528.2

1834.1

-817.2

1401.5

1822.0

-818.3

1262.4

1825.1

-821.2

1264.6

位置

本研究
k-ft

跨距1最大彎矩處
(0.37L1)

橋墩處負彎矩

跨距2最大彎矩處
(0.53L2) 

1914.5

-944.9

1680.7

1553.1

-809.0

1331.2

1579.5

-746.7

1321.7

1583.4

-749.6

1324.8

G1(外樑)

G2

G3

G4(內樑)

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
與橫隔樑

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
橫隔樑數量減半

MSC/NASTRAN
平面佈設1

MSC/NASTRAN
平面佈設1

MSC/NASTRAN
平面佈設1
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側向支撐桿元素
(WT6×32.5)

(a) 每間距皆有側向支撐

側向支撐桿元素
(WT6×32.5)

(b) 每隔一個間距才有側向支撐  

圖 6.15 MSC/NASTRAN 程式將橋面版以側向支撐桿元素模擬  
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第七章  結論與建議  

7.1 前言  

    根據前述章節之立論與實例分析，本章將其重點節錄作為本

論文之結論。  

7.2 結論  

1.  本論文發展之 Vlasov Element 薄壁鋼樑元素與部分翹曲束制

樑 元 素 可 應 用 於 曲 線 I 型 鋼 橋 之 設 計 ， 其 精 度 亦 可 滿 足

AASHTO 規範之要求。  

2 .  無論根據 AASHTO ASD 或 LFD 設計法，橫隔樑與 I 型鋼樑成

直角佈設時，曲線 I 型鋼橋所呈現之整體力學效果最佳，上部

結構之垂直變位量分佈最均勻。  

3 .  I 型鋼樑中之橫隔樑系統可依正、負彎矩之力學特性分別考

量。於正彎矩區亦必須考量施工時鋼橋獨立存在，橋面版未

硬固前之應力。於負彎矩區，除非有特殊考量，否則應忽略

RC 橋面版中之鋼筋拉力。  

4 .  I 型鋼樑之未側撐長度（Unbraced Length，兩相鄰橫隔樑之間

距）為影響 I 型鋼樑彎矩行為最重要之因素。  

5 .  橫隔樑之勁度會明顯影響 I 型鋼樑之結構行為。當使用較具剛

性之橫隔樑時，則大樑之彎矩應力與剪應力便明顯減低。  

6 .  當橫隔樑之勁度增加時，則作用在橫隔樑之力量亦增加。作

用在橫隔樑上之力量可用來決定應使用之橫隔樑種類、型式

與尺寸大小。  

7 .  端隔樑之邊界條件會直接影響 I 型鋼橋之結構行為。當採用較

具剛性之端隔樑，例如鋼板式，則 I 型鋼樑之彎矩應力將大為

減低。  

8 .  使用較具剛性，但間隔較大之橫隔樑於 I 型鋼橋設計中，不如

採用較具柔性，但間隔較密之橫隔樑，惟其間距仍應在設計

規範規定之距離之內。  

9 .  曲線鋼橋分析軟體宜採用具有活載重自動分析能力者，否則
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當橋樑線形 (Alignment)複雜時，其所耗費之時間可能不貲，

且力學分析精準度較無法掌握。  

7.3 建議  

1.  本研究探討之分析模式僅侷限於等間距 I 型鋼橋之分析，對於

幾何線形較特殊之 I 型鋼橋分析則有待後續之研究。  

2 .  本 研 究 發 展 之 部 份 翹 曲 束 制 元 素 理 論 上 雖 可 應 用 於 結 構 設

計，惟束制百分比如何與工程實務結合，例如銲接接合、螺

栓接合種類之影響程度如何，應是後續可再研究之重點。  

3 .  如何將本研究發展之部份翹曲束制元素應用在整座 I 型鋼橋

結構之分析可作為日後改進 DESCUS 1 電腦程式功能之重點。 
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附錄Ⅰ 

每一節點距三各自由度之平面曲線薄壁樑勁度矩陣之

推導  

    如 附 圖 一 所 示 ， 吾 人 所 討 論 之 曲 線 樑 元 素 座 落 廣 義 座 標

(Global Coordinates)，樑斷面之性質則假設沿其弧長方向均保持

一定。  

xl

xl
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R

R
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jα

Φ

ix

ix

iy

iy

iz

iz

j

 

附圖一   每一節點具三個自由度曲線樑元素之座標定義  

    吾人設定此曲線樑之每一節點具有三個自由度 (即縱向彎距

旋轉角、純扭曲旋轉角與垂直變位 )，而曲線樑之勁度矩陣可以由

柔度法求得。為了計算曲線樑之柔度，此樑元素之 i 端點固定而

j 端點則必須釋放（ Released）元素端點 j 之柔度矩陣， F，（ 3×3
矩陣）乃經由在 jX 、 jY 與 jZ 方向別施加單位之純扭曲、彎距與剪

力而求得。  
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333231
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131211

f    f    f
f    f    f
f    f    f

F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)  

其中  
( ) ( )csBcs-Af11 +⋅+⋅= φφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)  

22
12 sBsAf ⋅±⋅= m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)  

( ) ( )cs2s-RBcs-RAf13 +⋅⋅⋅⋅±= φφ m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)  

( ) ( )cs-BcsAf22 φφ ⋅++⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)  

( )22
23 s-2c-2RB-sR-Af ⋅⋅⋅⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)  

( ) ( )cs4s-3RBcs-RAf 22
33 +⋅⋅+⋅⋅= φφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)  

y2EI
RA = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)  

t2GK
RB = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)  

φcosc = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)  

φsins = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)  

上式中如有正負號同時存在者，則上、下面符號分別相對應

於附圖二中正負曲率。  

   

(a)  負曲率  
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(b)  正曲率  

附圖二   平面曲線樑之正負曲率定義  

    端點 j 相對於曲線樑元素區域座標之勁度矩陣，可由式 (1)所
示之柔度矩陣求其反矩陣便可求得。  

1-
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j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)  

    式中  
ii cosc α= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15a)  

jj cosc α= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15b)  

ii sins α= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15c)  

jj sins α= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15d)  

    曲線樑元素之轉換矩陣可表成：  
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    其中 xl 與 yl 乃是曲線樑元素在廣義座標 X 與 Y 軸中之長度。  
    元素勁度矩陣 eK (6×6 之大小 )相對應於廣義座標系統為端點

勁度  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

jjji

ijii
e k   k

k    k
K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)  

    或  

jj
t
jjj RkRk ⋅⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18)  

jjij k-Tk ⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)  

t
ijji kk = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20)  

jiii k-Tk ⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (21)  

     對於區域座標之元素勁度矩陣 eK 便可經由轉換之過程求得。 

t
ee RKRK ⋅⋅= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (22)  
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附錄Ⅱ 

節點具四自由度之平面曲線薄壁樑元素勁度矩陣  
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