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第一章  緒論 

車流理論是研究「行」的科學，係僅見於交通運輸學門相當基本、重要的學

科，本研究嘗試針對其最核心的車流行為模化單元，作有系統的整理與闡明。本

章首先說明本研究的背景，其次說明本研究的目的與範圍，最後依序說明本研究

各章的安排及內容的簡介。 

1.1 研究背景 

亨利福特(Henry Ford)在 1908 年 10 月推出 Model T (最高時速可達 45 英哩)，
1913 年 10 月量產，1914 年全年共生產 30 多萬輛車，比同期其他 299 家汽車製

造廠生產的總和還多。從此，汽車不再只是陸路運輸替代馬車的一種選項，它開

啟了人類「行」的新紀元，但也衍生出許多前所未有的道路交通問題，例如交通

壅塞等。而為掌握進而解決各種道路交通問題，要如何模化整體的車流行為，更

深入的，要如何模化人類駕駛下的汽車運動行為? 便成為人類必須面對的挑戰，

而由於都是一種流動，很自然地，一開始研究者都將車流視如水流來模化。 
Greenshields 係最早對車流行為進行理論研究者。從其在設計交通調查設備

時的慎重與嚴謹態度，可以讓人充分瞭解在面對一個全新的科學，早期研究者是

如何的戒慎恐懼(Greenshields,1933)。當然，在統計觀念尚未普及，科學家習以

少數樣本來驗證其已定論點的那個年代，不論在方法上或在實驗與推論上都有許

多需要改進之處，但只要想到 Model T 大量生產時中華民國才剛誕生，

Greenshields 提出巨觀水流模式時，中華民國剛完成北伐、正推動「新生活運動」，

就能體會並讚歎，在當時從事這樣的研究是多麼的先進與創新。 
車流行為研究最關鍵的問題--人類如何駕駛汽車，要一直等到 1950 年代末，

在 Herman 團隊研發出微觀跟車模式才有了重大突破。Herman 團隊劃時代的貢

獻，不僅在於以簡單的數學式及少數的參數即構建出人類複雜跟車行為的基本雛

型，更在於此一微觀模型在達均衡時竟然與過去發展了數十年的巨觀水流模式呈

一對一對映的關係。從此，人類不僅能掌握整體上似水流的車流行為，亦可以掌

握其個別車輛的跟車行為，專屬於交通的一門新的科學－「車流理論」，於焉誕

生，其歷經這麼多年發展的重要研究歷程與成果，實值得有系統的介紹。 
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1.2 研究目的與範圍 

車流理論的發展依時間先後順序有幾個重要的階段： 

(1) 1950 年以前，主要的研究是建構水流模式(stream models)，最具代表性的是

Greenshields(1935)水流模式，其主要目的是建立車流的流率-密度-速率三參

數間兩兩的關係，並據以找出道路交通的最大流率，即容量(capacity)。 

(2) 1950 年代有兩個重要的發展，一是跟車模式(car-following models)的成功研

發，最具代表性的是 Robert Herman 領導的 GM 研究團隊發展出來的 l-m 跟

車模式；另一則是車流連續流模式(continuum models)的發展，最具代表性

的是 Lighthill and Whitham(1955)及 Richards(1956)提出的一階連續流模式，

後人簡稱之為 LWR 模式。 

(3) 然後要跳到 1970 年代，主要是高階連續流模式的發展，最具代表性的是

Payne(1971)提出的高階連續流模式，往後二十餘年，相關研究主要是以該

模式為基礎，提出不同的變化或修正版本。 

(4) 1990 年代，車流理論的發展出現一個重大的轉折。Daganzo(1995)為文嚴厲

批判過去以 Payne(1971)模式為基礎發展出的各型高階連續流模式，多出現

車流會在道路上倒車後退的理論錯誤。從此，車流研究的重點工作，遂變

成「找出不會令車流倒車後退的高階連續流模式」，這個方向的努力很快就

有好的結果，最具代表性的是 Zhang(1998)提出的新高階連續流模式。 
 
由上述說明知，車流理論自 Greenshields(1935)提出線性巨觀水流模型以來

已接近 80 年，其間並已發展出許多模型，有類比水流的巨觀模型，亦有基礎於

駕駛行為的微觀模型，而國內亦有許多相關研究，惟迄今一直未見以車流行為模

化為專題的中文參考著作，實有不足。 
本研究的目的，即係從數學模化的角度，將車流理論的發展做一個有系統的

回顧，並加入作者過去數年有關跟車模式安定性及高階模式近似解等的研究成

果，綜合整理成車流理論的數學模化專題，以彌補前述的缺漏，期能作為初學者

入門的指引，並提供有志於車流研究者在模化方法上的參考。 
本研究的範圍，只專注於車流行為的模化，且只限於互有對映關係的單元，

例如巨觀水流模式、微觀跟車模式，及巨觀的連續流模式等。除模式的發展外，

本研究亦會闡述各種模式的應用，例如衝擊波理論的應用，及連續流模式的差分

技術與模擬分析等。 
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1.3 章節安排 

本報告除第一章緒論及第九章的結論與建議外，共分三個單元。第一單元(第
二章)介紹巨觀水流模式及其參數，並說明空間平均速率與時間平均速率在調查

取樣與計算公式上應如何配合；第二單元(第三章與第四章)介紹微觀跟車模式及

其安定性(Stability)的條件，並說明微觀跟車模式在穩定狀態(steady-state)下與巨

觀水流模式一對一靜態對映的關係。第三單元(第五章至第八章)介紹連續流模

式，係與微觀跟車模式具動態對映關係的巨觀模式，包括只能模化穩定狀態下車

流行為的簡單連續流模式，與亦能模化非穩定狀態車流行為的高階連續流模式。

茲簡要介紹各章的內容如下： 

第一章 緒論 
說明本研究的背景、目的、範圍，及章節安排。 

第二章 車流參數與巨觀水流模式 
先定義各種車流參數，再說明各參數的量測與估算方式，最後說明早期車流

理論相關研究陸續建立的，以巨觀參數為基礎的各種巨觀水流模式。 

第三章 微觀跟車模式 
回顧跟車模式的發展歷程，並說明微觀跟車模式與巨觀水流模式在穩定狀態

下的對映關係。另亦回顧跟車模式的參數校估方法(模式確認)。 

第四章 跟車模式安定性分析 
任何模式在實際應用之前，均須通過兩個層次的檢驗，一係模式驗證

(verification)，係檢驗模式本身的特性是否符合原設計者的本意；另一則係模式

確認(validation)，係檢驗模式對所模化系統的真實代表性。跟車模式安定性分析

係屬模式驗證，因份量較多，故特闢專章來說明。 

第五章 簡單連續流模式 
介紹簡單連續流模式，即一般所稱的 LWR 模式，是能動的巨觀車流模式中

最簡單的一種。會依序介紹衝擊波理論與紙上剪力圖技術，並以 Greenshields 巨
觀水流模式為例，比較衝擊波理論與紙上剪力圖法的異同。 

第六章 高階連續流模式 
高階連續流模式不但能巨觀模化車流均衡狀態下的(等速)運動，亦能模化非

均衡時的(加減速)運動。係以數學而非圖解方式來介紹，依由簡至繁順序，先以

簡單連續流模式的數學分析作暖場，再介紹較為複雜的高階連續流。 
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第七章 連續流模式有限差分解 
先介紹有限差分(finite difference)的原理及有效地有限差分需滿足的條件；接

著回顧求解一階連續流模式的各種有限差分法，及實際模擬應用於一階線性與準

線性連續流模式的成效；最後針對 LWR 模式爭議性課題，包括到達車流接近停

止車隊產生向上游回溯衝擊波、無限長車隊起動向下游疏解，以及獨立等候車隊

是否向後退等，進行有限差分模擬。 

第八章 高階連續流模式的數值模擬 
先回顧檢討相關研究用於高階連續流模式的有限差分方法，再提出高階連續

流模式適用的有限差分聯立公式，接著以各種高階連續流模式的有限差分式，依

序模擬到達車流接近停止車隊產生向上游回溯衝擊波、無限長車隊起動向下游疏

解，以及獨立等候車隊是否向後退等狀況，並與前章 LWR 模式的解析解及有限

差分近似解作比較。 

第九章 結論與建議 
綜合整理車流行為模化各單元的精要，提出後續研究「深」的建議。並對微、

巨觀車流行為模化均隱含的假設--單車道公路，提出後續研究「廣」的建議。 
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第二章  車流參數與巨觀水流模式 

車流行為可以透過其巨觀或微觀參數的觀測一窺其貌，其需要的量測方式不

同，平均值推估方式各異，參數間亦存有特殊的對映關係。本章首先定義各種車

流參數，其次說明各參數的量測與估算方式，最後說明早期車流理論相關研究陸

續建立的、以巨觀參數為基礎的各種巨觀水流模式(stream models)。 

2.1 車流參數 

車流的重要參數，計有流率、密度、速率、占量、集中度、車頭距、車間程

等，除後二者屬微觀量測值外，其餘均為巨觀量測值。本節說明其慣用符號與定

義，及各種參數量測技術與可取得參數的種類。 

2.1.1 參數的符號與定義 

1.流率(q, flow rates) 
流率(q)定義為「車流在單位時間內通過道路某定點的車數」，單位為「車/

小時」。流率定義上的特殊處在於「某定點」，由於須指出觀測定點，因此不能問

中山高速公路上午 10 時的流率是多少，但可以問上午 10 時通過泰山收費站的流

率。習慣上，觀測時間連續 1 小時者係稱為流量(volume)，小於 1 小時但轉換成

一小時者方稱為流率(flow rates)。後者如 1985 年美國公路容量手冊(Highway 
Capacity Manual，簡稱 HCM) 建議公路容量及服務水準分析採連續 15 分鐘的

量，但應用上均轉換成 1 小時的量以利比較。值得說明者，由於流率係在定點上

觀測車流，其每一樣本內車輛的多寡決定於取樣時間的長短，因此本研究稱此觀

測方式為「定點-長時間」法。 

2.密度(k, density)  
密度(k)定義為「車流某瞬間分布在道路單位長度內的車輛數」，單位為「車

/公里」。密度定義上的特殊處在於「某瞬間」，可以想像對公路空中照相的結果，

而同段道路的交通，不同時間的空照相片內涵均不同，其每一瞬間取得的都是個

別的樣本。值得說明者，由於密度係以瞬間來觀測車流，其每一樣本內車輛的多

寡決定於取樣空間的長短，因此本研究稱其觀測方式為「瞬間-長距離」法。 

3.速率(u, speeds)  
速率分成微觀的現點速率(vi, spot speed)，及巨觀的時間平均速率(ut, time 

mean speed)與空間平均速率(us, space mean speed)，不論是微觀或巨觀的速率，

單位均為「公里/小時」，另為特殊研究課題方便，亦可採「公尺/秒」。現點速率

定義為「個別車輛通過道路某定點的速率」，由於車輛行經道路任一點的速率可

能均不同，因此必須指出觀測定點；時間平均速率定義為「車流在單位時間內通

過道路某定點各車輛速率的平均值」，係針對一組微觀現點速率樣本取其算術平
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均的結果；空間平均速率定義為「車流分布在道路某段範圍內某瞬間各車輛速率

的平均值」，係針對取樣範圍(某長度路段)內各車輛某瞬間的速率樣本取其算術

平均的結果，由於各車取樣地點不同，故其樣本並非微觀現點速率。由以上的說

明知，平均車速有 2 種定義，其取樣方式，時間平均速率係採「定點-長時間」

法，空間平均速率係採「瞬間-長距離」法，二者均採算術平均求平均值。此外，

現點速率係一特定名詞，專指時間平均速率的個別車輛樣本，空間平均速率的樣

本則無特定名詞。 

4.占量(OT, occupancy)  
占量(OT)定義為「車流在單位時間內占有道路某短距區段的時間比例」，不

論觀測時間多長，其單位均為「百分比(%)」。由於密度的取得係採「瞬間-長距

離」法，其最精確與直接的方式係採空中照相，惟在日常的交通管理上要持續不

斷的進行空中照相實務上相當困難，故一般以「定點-長時間」法取得占量資料，

再經適當轉換可得相當的密度值。所以，占量可稱為時間上的密度。 

5.集中度(concentration)  
此一名詞過去一直是密度的另一種稱謂，現在則為密度與占量的統稱。 

6.車頭距(h, headway) 
車頭距(h)定義為「連續兩輛車之同一參考點通過道路某定點的時間差」，單

位為「秒」。車輛參考點一般可取車輛的最前緣(前緩衝桿)或最後緣(後緩衝桿)；
道路定點依用途而不同，如設於號誌交岔路口的停止線，則此一觀測值反映車輛

連續起動間隔時間的分布，可用以估算綠燈疏解時的飽和流率(saturation flow 
rate)。值得說明者，由於數學上車頭距的倒數即為流率，因此一般稱車頭距的倒

數為微觀的流率。 

7.車間程(s, spacing) 
車間程(s)定義為「連續兩輛車之同一參考點某瞬間在道路上的間隔距離」，

單位為「公尺」。車間程包含前車的全長，及前車後緣與後車前緣的間隙(gaps)，
且可以是運動中或停止狀態。值得說明者，由於數學上車間程的倒數即為密度，

因此一般稱車間程的倒數為微觀的密度。 

2.1.2 參數的量測 

車流參數的量測方式可分成短距量測(over a short section, < 10 公尺)與長距

量測(over a length of road, > 500 公尺)等。短距量測屬前節所稱的「定點-長時間」

法；固定長距量測則屬「瞬間-長距離」法。本節說明各種量測方式的技術與原

理。 
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1.短距量測 
顧名思義，係在一定點或小區間上來觀測車流，其既有的量測技術包括：  

(1) 手動計數器(hand tallies)：如圖 2.1.1 所示，係以人員站在路側，手動累積按

壓計數器的方式量測車輛通過某參考線的交通量。通常一個人同時操作手

動計數器的有效數量是 4 具，可以計數 4 個車道或 4 車種的通過量。 

 
圖 2.1.1 手動計數器 

 

(2) 氣壓管(pneumatic tube)：為可攜式交通資料蒐集設施，適合短期交通工程研

究。以直徑 1 公分的氣壓管橫向埋設在道路各車道上，當車輛壓過時累積

量測其車軸數。如佈設雙管，亦可以量測車速，如圖 2.1.2 所示。 
 

 
圖 2.1.2 氣壓管偵測器佈設於雙車道公路實例 

資料來源：McGowen, P. and M. Sanderson, “Accuracy of Pneumatic Road Tube Counters,” A 
report prepared for the 2011 Western District Annual Meeting Institute of Transportation 
Engineers Anchorage, AK. 
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(3) 微波(microwave)：係一微型雷達(a miniature radar)，以調頻連續波(frequency 
modulated continuous wave，FMCW)持續放射 2 道低功率微波信號，形成一

個固定的扇形光束，在道路上畫出一個橢圓形的足跡，如圖 2.1.3 所示。任

何背景外的標的物行經該處均會被偵出並量測，其測量分辨率為 2 公尺。

應用時允許將橢圓足跡切成 32 片，使用者可自行定義 1~8 個檢測區，每區

由一個或多個切片組成。除可量測流量外，該技術藉車輛通過兩道光束的

時間差，亦號稱可量測車速。 
 

   

  

 

圖 2.1.3 微波偵測器佈設示意圖 
資料來源：Muench, S, “Traffic Detection Systems,” CEE 320, Winter 2006. 
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(4) 紅外線(Infrared)：藉由量測車輛通過時的溫度差異來量測流量，如能區隔出

雙組，亦可量測車速，如圖 2.1.4 所示。 
 

     

  

圖 2.1.4 紅外線偵測器佈設示意圖 
資料來源：Muench, S, “Traffic Detection Systems”. CEE 320, Winter 2006. 

 

(5) 錄影處理系統(Video Image Processing System, VIPS)：係以攝錄影機配合影

像辨識與處理軟體，在螢幕上劃設取樣範圍，可取得即時的流率、速率、

占量等資料，如圖 2.1.5 所示。 
 

 
圖 2.1.5 錄影處理系統示意圖 
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(6) 無線射頻(radio-frequency identification, RFID)：係目前用於車輛辨識的核心

技術，可設於收費站，作為自動收費之用，目前我國高速公路 ETC 收費即

採用該技術。RFID 係使用無線電波來交換貼於車上電子標籤(electronic tag)
與設於路側讀寫機(Reader)之間的訊息。當貼有電子標籤的車輛通過偵測點

時，路側讀寫機即辨識其唯一的身份(ID)並記錄時間，如圖 2.1.6 所示。除

用於收費、計算流率外，追蹤其 ID 可掌握每輛車使用公路的起迄(o-d)，利

用車輛在各區間的行駛時間，則可估算各區間的空間平均速率。 
 

 
圖 2.1.6 RFID 佈設示意圖 

 
 

(7) 磁感應線圈(inductive loop)。係以埋設於道路鋪面上的線圈，以磁感應的方

式偵測通過的車輛。可取得流率、速率(雙組佈設)、占量等資料，如圖 2.1.7
所示。 

 

  
圖 2.1.7 磁感應線圈偵測器佈設示意圖 
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如同時佈設兩組磁感應線圈偵測器，可精確量測出速率及車長(速率與車長

互為相依，知其一即得其二)，後者可用以辨識車種。其量測速率與車長的方法，

如圖 2.1.8 所示，圖中，ot1、ot2 分表車輛占有上、下游偵測器的時間(被磁感應

到的時間，從車前端接觸偵測器最上游端起，至車後端離開偵測器最下游端止)，
d 表偵測器的寬度，D 表兩偵測器的間隔，L 表車長，T=t1,t2 分表車輛被上、下

游偵測器偵測到的最早時間。則速率與車長的公式為： 
 

速率： v=D/(t2-t1) (2-1-1) 

車長： L+d = v×(ot1+ot2)/2 (2-1-2) 

 

 
圖 2.1.8 兩組磁感應線圈偵測速率與車長示意圖 

 
 
綜合以上說明，短距量測可獲得的車流參數及技術，整理如下：  

(1) 流率 

1) 最早使用：手動計數器，氣壓管； 

2) 最常使用：磁感應線圈； 

3) 最新技術：錄影處理系統、微波、紅外線、無線射頻； 

(2) 速率：氣壓管、磁感應線圈(2 組)、錄影處理系統、微波、紅外線； 

(3) 密度：短距量測不能取得密度資料，一般藉流量等於速率乘以密度(q=ku)
理論公式，在取得流量與速率(平均值)後，轉換而得； 

(4) 占量：磁感應線圈、錄影處理系統、微波等均可獲得占量。占量可說是時

間上的密度，惟因與密度的定義不盡相符，故只有在符合某些條件下(如均

質)，占量與密度方有對映關係，方具密度的代表性。 
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2.長距觀測 
長距觀測可分成固定長距觀測與移動長距觀測兩種。前者屬瞬間-長距離

法，量測方法包括空中照相與高處設置攝影機等方式，量測範圍至少宜有 0.5 公

里。其可取得的資料型態，單張相片可得密度，多張相片可得各車速率。以空中

照相方式欲取得流率資料反而變得較為困難，惟可藉 q=ku 理論公式，在取得密

度與速率後，轉換而得流率。 
移動長距觀測可取得小區域或局部路段的流率與平均速率資料，一般採浮動

車法(floating car method)，令測試車以車流的平均速率行駛，沿途記錄到達各控

制點的時間。此種方式取得的速率較不精確，不適合有大交岔路口路段，且應用

時需多作數次取其平均，但仍不失為量測公路運轉品質簡易的方法。 
其方法如圖 2.1.9 所示，步驟為： 

(1) 由 A 點出發南行，計算逆向車道迎面而過的北向車數 Ms； 

(2) 至折返點 B，記錄南向行駛的時間 Ts，單位為「分鐘」。 

(3) 轉北行，計算同向車道所有超過測試車的車輛數 On，與被測試車超過的車

輛數 Pn； 

(4) 返回出發點 A，記錄北向行駛的時間 Tn，單位為「分鐘」。 

 
圖 2.1.9 浮動車法的步驟與調查項目 
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其取得的調查參數及公式為： 

(1) 北向流率： ( )
ns

nns
n TT

POMq
+

−+
=

60   (2-1-3) 

 

(2) 北向平均旅行時間： ( )
n

nn
nn q

POTT −
−=

60  (2-1-4) 

其中，60/qn=平均車頭距(分) 
 

(3) 北向空間平均速率： 
n

n T
du 60

=  (2-1-5) 

 

2.2 車流參數的估算與對映關係 

車流參數中，流率、速率與密度均屬平均值。其中，流率的車輛樣本數係依

取樣時間來決定其大小，密度的車輛樣本數係依取樣空間來決定其大小，速率平

均值最為特殊，有時間平均速率與空間平均速率兩種不同的定義，其平均值的車

輛樣本數各依取樣時間或空間來決定其大小。本節說明各參數平均值的估算方

法，及巨觀與微觀參數的對映關係。 

2.2.1 參數巨觀與微觀的對映 

流率(q)、密度(k)、速率(u)為車流巨觀 3 參數，其三者可建立 q=ku 守恆式關

係。本節說明其取樣估算方式及與微觀參數間的對映關係。 

1.流率(flow rates) 
流率係以「定點-長時間」法取得樣本，其估算公式為： 

−====
∑∑ hh

N
h

N
T
Nq

i
ii

i

1
1

1  (2-2-1) 

其中： 
q=流率，單位為「車/小時」 
N=調查時間 T 中，通過調查地點的車數 
T=調查時間，一般為 1 小時，如小於 1 小時者亦均轉換成 1 小時 
hi=連續車輛之同一參考點通過調查點的時差，即車頭距，單位為

「秒」，但與流率對映時轉換成 1 小時 

由上式知，巨觀的流率與微觀車頭距平均值的倒數互為對映。 
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2.密度(density)  
密度係以「瞬間-長距離」法取得樣本，其估算公式為： 

−====
∑∑ ss

N
s

N
D
Nk

i
ii

i

1
1

1  (2-2-2) 

其中： 
k=密度，單位為「車/公里」 
N=調查距離 D 範圍內，某瞬間的車數 
D=調查距離(公路長度)，一般為 1 公里，如小於 1 公里者亦均轉換成

1 公里 
si=連續車輛之同一參考點某瞬間的空間距離，即車間程，單位為「公

尺」，但與流率對映時轉換成公里單位 
 

由上式知，巨觀的密度與微觀車間程平均值的倒數互為對映。 

3.速率(speeds)  
平均速率分成時間平均速率(time mean speed)與空間平均速率(space mean 

speed) 2 種定義。現對時間平均速率採「定點-長時間」法取樣，即站在路側一定

點，以長時間蒐集通過該定點車輛的車速；對空間平均速率採「瞬間-長距離」

法取樣，即以空照方式，以間隔 1 秒(或其他短間隔)連續拍攝兩張相片，獲得取

樣路段上(至少 500 公尺以上)車輛樣本的瞬間車速，則其平均值的估算方式如下： 

(1) 時間平均速率： ∑= t
it u

N
u 1  (2-2-3) 

(2) 空間平均速率： ∑= s
is u

N
u 1  (2-2-4) 

其中： 
t
iu =以「定點-長時間」法取樣之第 i 車速率，即現點速率 
s
iu =以「瞬間-長距離」法取樣之第 i 車速率 

N=調查取得之樣本車數 
 
由式(2-2-3)知，微觀現點速率的算數平均即為巨觀的時間平均速率。 

式(2-2-3)與(2-2-4)式均為算數平均數(arithmetic mean)，均為統計上平均值的

不偏推估。惟必須說明的是，只有空間平均速率才符合 q=ku 公式中速率平均值

的定義(q=k su )，如果代入時間平均速率，則 q≠k tu 。 
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2.2.2 算術平均與調和平均 

研究車流特性，甚而建立巨觀水流模式均需要空間平均速率，惟其樣本欲以

「瞬間-長距離」法取得，不但技術上非常困難且亦不經濟，而實務上簡單可行

的取樣方式係「定點-長時間」法，問題是以「定點-長時間」法取樣並予算術平

均並不能獲得空間平均速率。事實上，此一問題在車流理論發展的早期，曾困擾

研究者相當一段時間。 
Weiner(1974)曾回顧說明以「定點-長時間」法取樣獲得空間平均速率的理

論，本節詳述之。 

1.Wardrop 的均質離散型車流模式 
Weiner(1974)說明，Wardrop(1952)曾定義均勻車流(uniform traffic)，即任何

瞬間觀測相當長範圍的道路，及任何位置觀測相當長的時間，車流均呈均質

(homogeneous)，據以發展出許多重要的關係。其考慮三個需要量測的基本變量--
流率、密度與速率，其整體車流的速率{V}可視為由 C(有限個)個子車流{S}所組

成，並提出下列假設(參閱圖 2.2.1)： 

(1) 每輛車只有一個恆速 vi； 

(2) 唯有其速率恰為 vi的車輛，方屬於第 i 子車流； 

(3) 車輛被視為一運動點(參考點如車前懸)，其行動不受其他車輛的干擾； 

(4) 車輛在雙向四車道道路上行駛於兩線車道的右線，只有超車時才會使用左

線車道，並在完成超車後立即併回右線； 

(5) 任何子車流，其車輛的到達均係在非常長道路的尾端以完全隨機的波松程

序(Poisson process)進入。 
 

 
圖 2.2.1 Wardrop 車輛隨機到達與互不干擾的假設 
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上述假設中，車流經一段時間而達均質者稱為時間均質(time-homogeneous)，
意即任何取樣時間的平均值均會趨於一長時間取樣的極限平均值 (limiting 
average)。相似的，只有在道路任何取樣長度的平均值均會趨於一長距離取樣的

極限平均值時，車流方稱為空間均質(space-homogeneous)。Breiman(1969)闡明，

空間與時間均質的極限平均(limiting averages)，二者相當。 

2.有關空間平均速率的關係式 
Wardrop 關係式可以統計方式表示。首先注意個別子車流 Si 的車輛程序，因

車輛在該子車流中係依波松程序完全隨機的到達，故在某定點觀測到該子車流的

qi (每小時車數)係與車流到達率有關，而子車流 Si 到達率呈波松分配者其對應的

到達車頭距(headway)ti 係遵循指數分配，則 ti期望值，即平均車頭距為 1/qi。在

此時距中，子車流 Si 的各車輛均係以固定車速 vi 行駛，因此兩車間隔 1/qi 車頭距

對應的車間程(spacing)即為 vi /qi，如圖 2-2-2。意即，平均言，第 i 子車流車輛任

一瞬間的平均車間程為 vi /qi，據此，子車流 i 的平均密度可由此一平均間程的倒

數估得： 

),,2,1(/)/( 1 Civqqvk iiiii L=== −  (2-2-5) 

如 ∑= ikk 表整體車流的密度，則車速為 vi的車輛在空間上的離散頻次分配

可由多項式機率(multinomial probability)來定義(即在取樣空間中取得車速為 vi 樣

本的機率)： 

),,2,1(/)(Pr)( CikkvVobip iiss L====  (2-2-6) 

則總體車流的車速期望值，即空間平均速率，可由下式獲得： 

∑∑ ===
C

ii
C

siss kkvipvVEv
11

/)()(  

∑= C
is kqv

1
/  (應用式(2-2-5)) 

kqv s /=  (2-2-7) 

其中， ∑= C
iqq

1
為所有子車流的流率加總 

式(2-2-7)最早由 Wardrop 導出，該式說明，如以「瞬間-長距離」取樣

(ps(vi)=ki/k)，並將獲得的速率樣本予以算數平均(即得空間平均速率)，則可建立

平均流率、平均密度與平均速率間唯一有效的關係式(q=ku)。 
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圖 2.2.2 Wardrop 車輛隨機到達空間取樣示意圖 
 
 

3.有關時間速率調和平均的關係式 
如每一子車流的 ki/k 均有無偏誤的推估值，藉式(2-2-7)可直接用來獲得空間

平均速率。惟 Breiman(1974)指出，就算以空照取得空間車流資料，其每一瞬間

涵蓋的道路仍不夠長，仍無法獲得平均密度無偏誤的估算值，需考慮其他方式，

如定點觀測(取樣時間可以無限長)，來估算空間平均速率。 
考慮車流各車在一段長時間通過道路某一定點的速率量測，如圖 2.2.3 所示。 
 

 
圖 2.2.3 Wardrop 車輛隨機到達時間取樣示意圖 



 
2-14 

令此一時間速率程序(time-speed process)為{Vt}，以有別於空間速率程序。以

任一車輛通過該點的頻次來解釋 Vt=vi的機率，可寫成(在取樣時間中取得車速為

vi 樣本的機率)： 

Prob {Vt=vi}=pt(i) (2-2-8) 

其中，pt(i) 近似 ni/n，而 ni 係速率為 vi 車輛在取樣時間中到達該定點的數量，總

樣本數 ∑= C
inn

1
，因此，可得近似的 pt(i)： 

q
q

Tn
Tn

n
nip iii

t )

)
) ===

/
/)(  (2-2-9) 

其中，T 為觀測時間， iq) 為觀測到達率，當 T 很長時，可假設 iq) 與 q)相當於 qi

與 q，因此得： 

pt(i)=qi/q  (i=1,2,…,C) (2-2-10) 

現考慮 1−
tV 的期望值： 

∑= C
i

i
t ip

v
VE

1
)(1}/1{  

將式(2-2-10)與式(2-2-5)代入上式，得： 

∑ ∑ ===
C C

i
i

i
t q

kk
qq

q
v

VE
1 1

11}/1{  (2-2-11) 

由式(2-2-11)知，時間取樣個別速率的倒數的期望值是對 k/q 的不偏推估，或：  

1}]/1{[ −= tVEkq  (2-2-12) 

亦即將時間程序獲得的速率樣本予以調和平均(harmonic mean)，即可近似推估空

間平均速率，而調和平均的速率公式為： 

1

1

11
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑n

i
s vn

v  (2-2-13) 

其中，vi 為以「定點-長時間」取樣獲得車輛通過某定點的車速樣本。此種樣本，

在車流達均質的條件下，透過調和平均的運算(速率倒數平均的倒數)，即可近似

推估空間平均速率。 
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4.其他與調和平均有關的關係式 
除空間平均速率的估算應用外，調和平均亦可用於微觀與巨觀的流率及密度

間關係。 

(1) 流率-車頭距  
Weiner(1974)曾回顧說明，考慮通過某定點連續 N 輛車的情形，令 hi 與 qi

分表每輛車的車頭距與由車頭距的倒數換算的微觀流率，即 qi=1/hi，如圖 2.2.4
所示，則流率可寫成： 

1
11

1
11

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑

∑ i
i

qNh
N

h
q  (2-2-14) 

式(2-2-14)說明，如果將連續車輛通過定點的每一車頭距 hi 轉換成微觀流率

qi(=1/hi)，則要總和成巨觀流率時，不能直接將 qi 以算術平均(q=∑qi/N)，而須採

上示的調和平均。事實上，式(2-2-14)中間式整理後即為 N/Σhi=N/T=q。 
現以一簡例說明誤用算術平均的問題。假設調查時間由第一輛車前懸接觸到

觀測線起，至第 4 輛車前懸接觸到觀測線止，共 20 秒通過 3 輛車，含 3 個連續

車頭距，分別為 3 秒、12 秒、5 秒。如每一車頭距的倒數即為微觀流率，可分別

得 3 個微觀流率為 1200 車/小時、300 車/小時、720 車/小時，如直接予以算術平

均，得 q=(1200+300+720)/3=740 車/小時，但實際是 20 秒內通過 3 輛車，即 540
車/小時=[(1/1200+1/300+1/720)/3]-1，即微觀流率的調和平均。 

 
 

 

圖 2.2.4 連續車輛通過定點微觀與巨觀流率的關係 
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(2) 密度-車間程  
比照前例，考慮某瞬間觀測路段內連續 N 輛車的情形，令 si 與 ki 分表連續

車輛的每一車間程與由車間程的倒數換算的微觀密度，即 ki=1/si，如圖 2.2.5 所

示，則密度可寫成： 

1
11

1
11

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑

∑ i
i

kNs
N

s
k  (2-2-15) 

式(2-2-15)說明，微觀密度須以調和平均才能正確算出巨觀密度。 
 
 

 
圖 2.2.5 某瞬間路段內連續車輛微觀與巨觀密度的關係 

 
 
值得說明者，圖 2.2.4 與圖 2.2.5 流率與密度微觀與巨觀關係的取樣範例，均

採 Breiman (1974)所稱的同步程序(synchronous process)，即取樣的起始與結束的

時間或空間均定在有事件同步發生的狀況，例如流率範例中以車頭碰觸觀測定點

當作起迄時間。此種取樣可獲得完整的車頭距與車間程。 
另一種取樣方式，稱為非同步取樣(asynchronous process)，係設定一取樣框

格(時隔或間隔)，車輛落入取樣框格才予計數。例如設定取樣時隔為 5 秒(或 10
公尺)，每一樣本包含的到達車數不一，但可以確定的是，每一樣本均會包含前

後兩個破碎的車頭距(或車間程)，在樣本數較少時，以非同步樣本作任何推估會

得到較大的離散結果(平均值仍為不偏推估，但變異可能較大)。 

2.2.3 其他參數間的關係 

本節分析說明包括空間與時間平均速率及占量與密度等的關係。 

1.空間平均速率－時間平均速率 
時間平均速率與空間平均速率有下列的關係： 
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s

s
st

u
uu

2σ
+=  (2-2-16) 

k
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∑
∑
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=−=

2

22
)(

)(σ  (2-2-17) 

其中： 

tu =以「定點-長時間」取樣並予算術平均的時間平均速率 

su =以「瞬間-長距離」取樣並予算術平均的空間平均速率 
2
sσ =以「瞬間-長距離」取樣的速率樣本的變異數(variance) 

ki=「瞬間-長距離」取樣，速率為 ui 樣本的平均密度 

ui=第 i 群樣本的速率 

k=在取樣空間中，不分速率樣本的平均密度 
 

式(2-2-16)說明，時間平均速率必大於等於空間平均速率，只有二種情況二

者才會相等(或接近相等)，即個別車輛的車速均相同，或平均速率接近無限大。 
現以一範例來說明，如圖 2.2.6 所示。假設有一長 10 公里之圓周跑道(每次

瞬間取樣均可得母體全樣本)，跑道上設有 3 車道，第一車道有 4 輛車均以時速

120 公里行駛，第二車道有 8 輛車均以時速 60 公里行駛，第三車道有 16 輛車均

以時速 30 公里行駛。各車禁止變換車道，須在指定車道上行駛並保持相同車間

程(spacing)，亦即第一車道各車間隔 2.5 公里，第二車道各車間隔 1.25 公里，第

三車道各車間隔 625 公尺。 
 

 

圖 2.2.6 圓周跑道不同車速樣本分布圖 



 
2-18 

現分成「定點-長時間」與「瞬間-長距離」兩種取樣方式。「定點-長時間」

取樣係在圖上的觀測站進行，令取樣時間為 1 小時(令為更長時間，並不改變其

平均速率的估算)，則各車道取得樣本數分別為： 
第一跑道：(120/10)×4 =48 輛，車速 120 kph 
第二跑道： (60/10)×8 =48 輛，車速  60 kph 
第三跑道： (30/10)×16 =48 輛，車速  30 kph 

 
「瞬間-長距離」取樣的樣本為(每次均為全樣本)： 

第一跑道： 4 輛，車速 120 kph 
第二跑道： 8 輛，車速  60 kph 
第三跑道：16 輛，車速  30 kph 

t
su 與

s
su 值各組樣本中，時速 120、60、30kph 車輛的樣本數如表 2-2-1 所示。 

 
表 2-2-1 不同取樣方式獲得樣本的組成比較 

速率 定點 -長時間 瞬間-長距離 
(kph) 樣本數 占比 樣本數 占比 

120 48 1/3 4 1/7 
60 48 1/3 8 2/7 
30 48 1/3 16 4/7 

 

令
t
tu 、

t
su 分表以「定點-長時間」法取得的樣本，分別代入算術平均(式(2-2-3))

與調和平均數(式(2-2-13))，獲得的時間與空間平均速率；
s
su 表以「瞬間-長距離」

法取樣，代入算術平均(式(2-2-4))獲得的空間平均速率，則代入各樣本後得： 

t
tu =(48×120+48×60+48×30)/(3×48)= 70 kph 

t
su =(48×3)/((48/120)+(48/60)+(48/30))= 51. 42857143 kph 

s
su =(4×120+8×60+16×30)/(4+8+16)= 51. 42857143 kph 

將空間樣本代入式(2-2-17)得： 

σ2
s=[4×(120-51.43)2+8×(60-51.43)2+16×(30-51.43)2]/(4+8+16) 

= 955.1020408 

將σ2
s 代入式(2-2-16)，可證明

t
tu = 

t
su +σ2

s/
t
su ，即： 

70=51.42857143+955.1020408/51.42857143                    得證# 
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上示計算結果印證兩件事，其一是時間平均速率確實高於空間平均速率

(
t
tu >

s
su )，其二是以「定點-長時間」法取樣，但透過調和平均的估算，亦能不偏

推估空間平均速率(
t
su =

s
su )。 

事實上，時間平均速率高於空間平均速率由樣本的組成即可充分說明。由表

2-2-1 知，空間平均速率以空間取樣，速率 120kph 的樣本只占總樣本數的 1/7，

但如以時間取樣，則速率 120kph 的樣本占總樣本的比例增加為 1/3，明顯會高估

平均速率。此一現象的原因很簡單，站在路側取樣，因為高速車會超越低速車，

很自然會比瞬間同時取樣取到較多高速車的樣本，其算術平均值便高估空間取樣

的平均值。此一現象另意味在無法超車的路段(如隧道內)，以「定點-長時間」法

取得的樣本，因為高速車無法超越低速車，所有車輛均須魚貫而行，車速被迫相

近(變異數接近零)，致空間平均速率與時間平均速率幾乎相等，因此所得樣本可

直接採算術平均來估算空間平均速率。 

2.占量-密度  
Weiner(1974)曾回顧說明車流只有單一車種及兩車種時，其占量與密度間的

關係，以下分別說明之。 

(1) 單一車種 
假設車道上設有偵測器，經 T 時間的蒐集，則可定出下列計算式： 

占量： 
T

t
O i

T
∑=   (2-2-18) 

個別車速： vi=(L+d)/ti (2-2-19) 

空間平均速率： h
i

Ts v
t
dLNv =

+
≈

∑
)(  (2-2-20) 

流率： q ≈ NT/T (2-2-21) 
 
其中： 

NT =T 時間內通過偵測器的車數； 
ti =第 i 車被偵測到的時長； 
L =平均車長 
d =車輛偵測器長 
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將上示各式代入密度公式中，得： 

T

iT
h N

dLt
T
Nvqk ∑ +

=≈
)/(

/ )/(
)(

dLO
dLT

t
T

i +=
+

= ∑  (2-2-22) 

式(2-2-22)的右側分母項為車長加偵測器長，相當於停車下的車間程，而車

間程的倒數即為密度，故右側項係一接近壅塞的密度乘以占量，可得實際

的密度值。占量與密度關係的另一種表示法為： 

dL
T k

kdLkO
+

=+×= )(  (2-2-23) 

當 d 相當小時，占量相當於某車流狀態下的密度與壅塞密度的比。 

(2) 多車種 
假設偵測器可由車長分辨小型車與大貨車兩車種，T 時間內到達的車數分別

為 n1、n2，車長分別為 L1、L2，令密度分別為 k1、k2，則：  

T
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+ 2211 )()( kdLkdL +++=  (2-2-24) 

多車種同理可得： 

∑∑ =+= iiiiT kwkdLO )(  (2-2-25) 

由式(2-2-25)知，占量為各車種子密度以車長加權的平均值。 

2.3 巨觀水流模式 

依守恆原理，車流三參數，流率(q)、速率(u)、密度(k)，可成立 q=ku 關係式。

其中，u 係空間平均速率(為方便說明，以下免去 s 的下標)。由於 q=ku 關係式係

類比流體的物理特性，因此相關研究稱以三參數建立的車流模式為水流模式

(stream models)。而由 q=ku 關係式知，只要 u~k 關係確定，三參數間的關係即確

定，基於此，本節依序回顧說明相關研究建立的 u~k、q~k 與 q~u 模式。 
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2.3.1 速率-密度模式 

Kühne(2011)回顧說明，早在 1933 年 Greenshields 即開始觀察並描繪公路上

的車流行為，並以照相法來量測流率、密度與速率。圖 2.3.1 係 Greenshields 設

計的車流量測設備與量測範例，其係採用 16-mm 單眼電影攝影機，並藉電動馬

達操控使曝光間隔(1/2~2 秒間)固定。為使運動中的車輛能在連續兩張相片上均

出現，攝影取景範圍必須是車輛在曝光間隔行駛長度的二倍以上，而藉由連續相

片上標示的垂直參考線即可量測車速。 
 
 
 

Greenshields 在 1930 的車流量測設施 

 
Greenshields 與電動馬達連結操控攝影機 攝影機照得連續 3 張相片 

圖 2.3.1 Greenshields 設計的車流量測設備與量測範例 
資料來源：Kühne, R. D., “Foundations of Traffic Flow Theory: The Fundamental Diagram, 
Greenshields’ Legacy,” Transportation Research Circular E-C149, 2011. 
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Greenshields 在 1935 年即建立一個最簡單的速率-密度模式，如式(2-3-1)所
示。 

u = uf (1 - k/kj) (2-3-1) 

其中： 
u =空間平均速率 
uf =自由流時的平均車速 
k =密度 
kj =壅塞時的密度 

 
Greenshields(1935)曾進行模式校估，其流量與速率資料係量測而得，密度則

由 q=ku 轉換獲得，如圖 2.3.2 所示。由 Hall(2001)的回顧說明知，圖中資料點旁

的數字表以 100 輛車為一樣本的編號，惟其係每隔 10 輛車即為一樣本起頭，亦

即連續兩組樣本有 90%車輛重疊取樣。除樣本不獨立外，其車輛樣本多落在非壅

塞區，只有一筆由不同道路取得的資料落在壅塞區(51 號)。Greenshields 則說明，

因為速率-密度模式係呈線性，因此只需精確量測出兩點即可建立。 
 

 
圖 2.3.2 Greenshields 建立與校估的速率-密度模式 

資料來源：1.Greenshields, B. D. ,“A Study of Traffic Capacity,” Highway Research Board 
Proceedings 14, 448-477, 1935. 

2.Hall, F. L., “Traffic Stream Characteristics, Chapter 2 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 

 
Hall(2001)指出 Greenshields 建立模式的方式有三個問題： 

(1) 雖然其調查的單車道路段條件似與高速公路同(基本路段，無出入口)，惟實

際的交通特性與高速公路並不相符； 

(2) 其以重疊取樣及採事前平均以符合曲線等的分析方法令人難以接受； 

(3) 其建立模式的資料大部分係假日，現今研究的重點則主要針對工作日。 
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值得說明者，Greenshields 線性的速率-密度模式之所以能被接受長達 50 年，

原因係其數學最為簡單，同時卻已包含人類駕駛行為的基本特性，即行車速度會

隨交通逐漸擁擠而降低，甚而完全停止，其中且會出現一臨界狀況使流率最大。

此外，該模式有完整的邊界條件，如自由流車速與壅塞密度等，可供模式現場調

查校估之用。 
May 與 Keller(1967)回顧說明，Greenberg 基於 Lighthill 與 Witham(1955)的研

究，在 1959 年將車流類比成單維流體，提出一巨觀車流模式，利用流體的連續

性(式(2-3-2))與運動公式(式(2-3-3))，可將速率與密度的關係寫成式(2-3-4)： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

x
q

t
k  (2-3-2) 

x
k

k
c

dt
du

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

12  (2-3-3) 

)/ln( kkcu j=  (2-3-4) 

其中，c=u0，係發生最大流率時的臨界速率。 
Hall(2001)指出，Greenberg(1959)曾進行模式校估，如圖 2.3.3，由圖知，

Greenberg 的對數模式似較符合樣本，惟 Greenshields 線性模式的適合度已達

R2=0.97，故對數模式的改善空間有限。此外，Greenberg 的對數模式有一個最大

的缺點，即其在接近自由流車況時，平均速率會趨近無限大(無定義)，致其模式

只適用壅塞狀況，現場調查得的平均自由流速率無法作為模式的邊界條件。 
 

 
圖 2.3.3 Greenberg 速率-密度模式 

資料來源：Dhingra, S. L., “Foundations of Traffic Flow Theory: The Fundamental 
Diagram, Traffic Flow Theory Historical Research Perspectives,” Transportation 
Research Circular E-C149, 2011. 
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May 與 Keller(1967)另回顧 Underwood(1961)、Drew(1965)，及 Drake, May, 與
Schofer(1965)等提出的速率-密度公式，經適當設定邊界條件，可將各模式繪在

同一張圖上以利比較，如圖 2.3.4 所示。 
Underwood(1961)提出一指數型式的速率-密度公式： 

0/ kk
f euu −=  (2-3-5) 

其中，k0 係發生最大流率時的臨界密度。 
Drew(1965)採用 Greengerg 流體類比的方式，但將運動公式改為更通案的型

式(式(2-3-6))，提出式(2-3-7)的速率-密度公式： 

x
kkc

dt
du n

∂
∂

−= 2  (2-3-6) 
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Drake, Schofer, and May (1967)分析發現鐘型(bell-shaped)的速率-密度模式與

實證資料配適良好： 

2

02
1
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⎠

⎞
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⎝

⎛
−

= k
k

f euu  (2-3-7) 

 
圖 2.3.4 各種速率-密度模式示意圖 
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由圖 2.3.4 知，Underwood、bell-shaped 模式對 kj 無定義，Greenberg 模式對

uf 無定義。Drew 與 Greenshields 模式則有 uf、kj 的邊界值。 
Drake , Schofer, and May (1967)曾以 1,224個 1分鐘車流樣本分析比較七種模

式，即 Greenshields 模式，Greenberg 模式，其他五種為二或三段式的

Underwood(1961)，Edie(1961)不連續指數模式(Greenberg 與 Underwood 模式的混

合)，及鐘型模式。結果，該研究認為 Edie 模式最佳，是唯一能重現容量點的模

式，而七種模式沒有一種特別符合樣本。此外，該研究並指出相關研究一般採用

的方法，即取得流率與速率資料，轉換得密度，建立速率-密度曲線，再由速率-
密度曲線轉換得速率-流率曲線，而經兩次轉換後，速率-流率曲線與原始的速

率、流率資料不符。Duncan(1979)指出，速率-密度函數些微變化，會導致速率-
流率曲線大的改變，故上述轉換須慎重。 

2.3.2 流率-密度模式 

早期，流率-密度模式在水流模式中一直占有舉足輕重的地位。美國 1975 年

的車流理論專輯(Gerlough and Huber,1975)即曾說明流率-密度關係式的重要性：

「早期公路容量的研究有二個主要方法，一係檢測低密度時的速率-密度關係，

另一係檢測高密度時的車頭距現象。Lighhill and Whitham(1955)則提出流率-密度

關係以統一上述二種方法」，由於此種統一性及其在交通控制上的多用途，

Haight(1963)甚而稱流率-密度曲線為車流基本圖(the fundamental diagram)，如圖

2.3.5 所示。 
 

 
圖 2.3.5 車流基本圖 

資料來源：Dhingra, S. L., “Foundations of Traffic Flow Theory: The Fundamental 
Diagram, Traffic Flow Theory Historical Research Perspectives,” Transportation 
Research Circular E-C149, 2011. 
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由圖 2.3.5 知，在流率-密度關係圖上，不但呈現全域的流率與密度值(由 0
至最大值)，亦同時看得到自由流與壅塞兩不同車況區，更可清楚表現出最大流

率(qm)，以及一個流率(qA)有二個可能的車流狀態(不壅塞 kB 與壅塞 kA)等。最重

要的，除流率與密度外，圖上亦可表現平均速率(連接原點與曲線上任一點弦的

斜率，u=q/k)，亦即車流三參數全員到齊，可謂具全方位的表現能力。 
圖 2.3.6 為相關研究曾提出的各種流率-密度關係曲線，由圖知，在人類駕駛

下的車流巨觀行為，一開始流率會隨密度增加而逐次增加，但到達一最大值以

後，反而係逐次降低，最後當密度達最大值時，車流壅塞不動，流率會降為零。

只要是由人類駕駛，就會呈現此種特徵。 
 

 
圖 2.3.6 各種流率-密度模式示意圖 

 
圖 2.3.6 所示的各種流率-密度模式均為單態模式(single-regime model)，即模

式適用整個密度值域，惟相關研究發現，在流率達最大值的前後密度區域車流巨

觀行為並不相同。Hall(2001)即指出，Edie 可能是第一個發現流率-密度資料會在

最大流率處不連續者，此種論點引起後續許多相關研究，如 Ceder(1975), Ceder 
and May(1976), Easa and May(1980) 即提出雙態模式(two-regime model)。 

Koshi, Iwasaki, and Okhura(1983)以實證為基礎建議流率-密度關係應呈反

λ(亦即鏡中λ，如同中文的人字)。Athol(1965)提出占有率(而非密度)及流率關係

的應用，以鑑別壅塞的發生，及流率低於容量時由非壅塞至壅塞的轉變

(transition)，並以時間軌跡圖(連續發生的樣本)深入瞭解車流運轉的現象。Hall, 
Allen, and Gunter (1986)採用 Athol(1965)的時間軌跡圖法，分析加拿大多倫多市

某道路主要瓶頸上游 4 公里處四天的車流資料，其最左車道(最高速)的五分鐘車

流資料如圖 2.3.7 所示，說明如下： 
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(1) D 圖：在資料蒐集前交通已堵塞了； 

(2) C 圖：在流率明顯低於容量下，不經容量點，直接轉至高占有率狀況； 

(3) A, B 圖：流率增至容量點後才轉至堵塞狀況； 

(4) 四張圖由壅塞回復至非壅塞狀況的路徑，均不經容量點。亦即交通運轉可

以不留在流率-密度曲線上，而係由一側跳至另一側； 

(5) 四張圖各有一個樣本點係落在兩側曲線的中間(不在曲線上)。作者認為因資

料係五分鐘的平均，該點可能是五分鐘車流狀況恰介於曲線兩側所致，惟

Persaud 與 Hall(1989)以 30 秒資料亦發現相同的現象。 
 
Lighhill 與 Whitham(1955)曾以「衝擊波所到之處，密度突然改變」隱含說

明上述現象；Newell(1982)的等候模式亦指出「等候車隊向上游延伸時，車隊尾

部所到之處，速率會立即在速率-流量曲線上由非壅塞區跳至壅塞區」。Hall, Allen, 
and Gunter (1986)研究的結論係流量-占有率曲線呈Λ型，Banks(1989)等後續基於

大量資料的研究亦均支持此一結果。 
 

 
圖 2.3.7 多倫多市某道路四天的流量-占量資料 

資料來源：1.Hall, F. L., B. L. Allen, and M. A. Gunter, ”Empirical Analysis of Freeway 
Flow-Density Relationships,” Transportation Research 20A, 197-210,1986. 

2.Hall, F. L., “Traffic Stream Characteristics, Chapter 2 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” , Transportation Research Board, 2001. 
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2.3.3 速率-流率模式 

Greenshields(1935)以線性的速率-密度關係式，配合 q=ku 恆等式，導得拋物

線型的速率-流量關係式，如圖 2.3.8： 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

f
j u

uukq
2

 (2-3-8) 

kj=壅塞密度 
uf=自由流車速 

 
與圖 2.3.2 同，圖 2.3.8 資料點旁的數字表以 100 輛車為一樣本的編號，而過

飽和的樣本點(51 號)實際係從不同的道路取得。 
 

 
圖 2.3.8 Greenshields 建立與校估的流率-速率模式 

資料來源：1.Greenshields, B. D. ,“A Study of Traffic Capacity,” Highway Research Board 
Proceedings 14, 448-477, 1935. 

2.Hall, F. L., “Traffic Stream Characteristics, Chapter 2 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 

 
 

上示拋物線型的速率-流率模式數十年來一直被採用為適當的型式，美國公

路容量手冊(highway capacity manual, HCM) 1965 年版至 1985 年版均採用此型，

直到 1994 年版才改採不同的型式，如圖 2.3.9 所示。 
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1985 HCM 1994 HCM 
圖 2.3.9 速率-流率模式型式的演變 

 
值得說明者，速率-流率關係式長期以來一直受到相關研究的忽視，例如美

國 1975 年第一版的車流理論專輯(Gerlough and Huber, 1975)即聲明：「一旦建立

速率-密度關係，則速率-流率關係即可確定」。造成此一現象的起源，當係速率-
流率模式並不具函數型態(定義域每一值只對映值域的一個函數值)所致，而一個

流率值會對映兩個速率值。此外，密度的倒數即駕駛人可直接感受的車間程

(spacing)，亦即密度愈大，駕駛人會直接感受車流愈壅塞，致過去相關研究太偏

重密度理論上的重要性，強調密度是衡量公路服務水準最好的指標(理論上)，美

國早期的公路容量手冊甚而將密度全域切割成 A~F 區間來衡量公路各級的服務

水準。 
但密度甚難直接量測，相關研究在密度參數的取得上多以經 q=ku 守恆式來

轉換，惟每經一次轉換，其真正的特性即多一次的失真。相對的，以「定點-長
時間」法蒐集交通資料，最直接可得的是流率與速率資料，藉適當的取樣與平均，

不必經任何不必要的轉換，即可直接建立速率-流率關係式。此外，在累積多年

的研究與使用公路的經驗後，車流研究者發現，決定公路容量最關鍵的參數是自

由流速率，因為一條公路品質的優劣，可由駕駛人在不受任何管制下自由行駛的

結果來驗證判明。鋪面破損，幾何設計不良，轉彎半徑不足等的公路特性，一定

會反映在自由流速率的降低。基於此，1994 年版的美國公路容量手冊即有明顯

的變革，過去的容量手冊係先有一理想的最大服務流率，再由修正因子來改變(通
常是降低)該值，1994 年版則將基準參數改為公路的自由流速率(調查所得或規劃

設定)，所有影響容量的修正因子均直接降低自由流速率，再間接影響最大流率。

總而言之，目前各方已認知，速率-流率關係實為高速公路管理策略重要的因素，

遠較其他兩個關係式(u-k，q-k)更為重要。 
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2.4 本章小結 

車流的流率、密度、速率三個巨觀參數中，密度是技術上最難取得的參數，

而速率則係理論上爭議最大的參數。車流三參數間存在流率=密度×速率的守恆

式，惟其速率必需為空間平均速率等式方成立。實務上，欲以「瞬間-長距離」

法取得速率樣本以估算空間平均速率，不但技術上非常困難且亦不經濟(如空

照)，而實務上簡單可行的取樣方式係「定點-長時間」法，問題是以「定點-長時

間」法取樣並予算術平均並不能獲得空間平均速率。此一問題在車流理論發展的

早期，曾困擾研究者相當一段時間，後經學者理論推導證實，在車流達均質時，

採「定點-長時間」法取得的個別車輛車速樣本，經調和平均亦可不偏推估空間

平均速率。本章亦說明調和平均的其他許多應用。 
車流行為的模化，理所當然的，最初的觀察係從巨觀出發。事實上車流有些

面相還真的像水流，這也難怪早期的車流模式多類比水流，所建立的多屬所謂的

水流模式(stream models)。但不論如何簡單，早期建立的水流模式基本上已掌握

車流整體的基本特性，當時相關研究學者最有興趣的議題是道路最大流率(容量)
的發生以及值的大小，而所構建水流模式中，流率-密度關係式曾被稱為車流基

本圖而廣受重視，惟近年來流率-速率關係式漸獲應有的重視，其二參數均可以

「定點-長時間」法直接取得，關係圖又代表公路運轉的經驗，可據以推估公路

的容量。 
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第三章  微觀跟車模式 

車流微觀的行為模式係基於跟車行為來發展，一般稱為跟車模式

(car-following models)，係建構個別車輛與整體車流間關係的橋梁。本章回顧其

發展沿革，並專注在單車道公路上一輛車跟隨前車的行為。 

3.1 跟車模式早期的發展 

1. 1950 年以前的研究 
Rothery(2001)回顧說明跟車行為中一個有趣的面向，即車速 V 跟隨前車時與

平均車間程 S (average spacing)的關係。美國 1924 至 1941 年的 23 篇有關容量的

研究，其容量推估即以跟車的平均車間程為基本單元。美國第一版公路容量手冊

(1950)，以及早期所有單車道公路容量的推估公式為： 

C=(1000) V/S (3-1-1) 

其中： 
C=單車道容量(車/小時) 
V=速率(公里/小時) 
S=連續兩車車尾緩衝桿間的平均距離=平均車間程(公尺)，
1000 係轉換成公里的乘數 

 
其單車道的車間程-速率關係可以下式表示： 

2VVS γβα ++=  (3-1-2) 

其中： 
α=有效車長，L 
β=反應時間，T 
γ=兩倍後車最大平均減速率的倒數(=1/2a) 

 
依煞停距離的物理公式 V2=2aDbreak (a=減速率，Dbreak=煞停所需距離)知，即

便前車瞬間停止(撞到牆)，γV2 項亦可提供後車不碰撞前車的足夠距離。γ 典型的

值為 0.023 秒 2/英呎，較不保守的模式可寫成：γ = (af
-1-al

-1)/2，af、al 分表後車

與前車的減速率。即 

γ V2＝V2/2af-V2/2al=(Df - Dl)break (3-1-3) 

當前車不是瞬間停止，而是正常的煞停，假設前、後兩車煞停距離相同(Df=Dl)，
即可令γ=0，而依 S=α+βV 即可組構出許多所謂「優良駕駛(安全跟車距離)」規

則。例如加州機動車輛行車規範：「與前車保持(自己車速除以 10 mph)個車長的
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距離」。 

2.Reuschel(1950)與 Pipes(1953) 
該研究之概念係基於加州機動車輛行車規範，即安全跟車原則=與前車保持

自己車速除以 10 mph 個車長，例如時速 60 英哩時，與前車保持 6 個車長距離，

如圖 3.1.1。依上述概念，其跟車模式之數學式可寫成： 
 

 
圖 3.1.1 Reuschel 與 Pipes 跟車行為關係圖 

 
 

dmin=Ln [Vn+1(t)/(1.47×10)]+Ln (3-1-4) 

其中： 
 dmin =跟車最小車間程，單位為英呎 
  Ln =車長，單位為英呎 
Vn+1(t) =後車之車速，單位為英呎/秒 
 

假設車長 20 英呎，即隱含最小車頭時距(headway)為 1.36 秒(相當於最小反應時

間)： 
跟車最小車間程： dmin=1.36×Vn+1(t)+20 

跟車最小車頭距： hmin=1.36+20/Vn+1(t) 

Reuschel 與 Pipes 跟車模式的特性為： 

(1) 最小安全車間程係隨車速而線性增加； 

(2) 當車速增至無限大時，最小車頭距等於 1.36 秒； 

(3) 現場觀測結果車速中等者與模式相當一致，高、低速者則有明顯差異； 

(4) 模式相當簡單，但卻能與現場觀測結果有相當程度的吻合，令人驚訝。 
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3.Forbe 的跟車理論(1958 年) 
該研究之概念係基於後車跟車行為係反映進行加、減速前所需之反應時間，

亦即前、後車的間隙(gap) (前車車尾至後車車頭的距離)，須大於後車反應所需時

間的行駛距離，如圖 3.1.2 所示。依上述概念，其跟車模式之數學式可寫成： 
 

⋅Δt
 

圖 3.1.2 Forbe 跟車行為關係圖 
 
 

hmin=Δt+Ln/Vn(t)  (3-1-5) 

其中： 
  hmin =跟車最小車頭距，單位為秒 
  Δt =最小反應時間，單位為秒 

 
假設車長 20 英呎，最小反應時間=1.5 秒，則 

跟車最小車頭距： hmin=1.5+20/Vn(t) 

跟車最小車間程： dmin=1.5×Vn(t)+20 

Forbe 的跟車模式之特性為： 

(1) 跟 Reuschel 與 Pipes 模式相同，最小安全車間程亦隨車速而線性增加； 

(2) 現場觀測結果車速中等者與模式相當一致，高、低速者則有明顯差異。 

3.2 美國通用汽車公司跟車模式的發展 

由前節的回顧知，早期跟車行為的研究主要仍基於巨觀現象的觀察，以巨觀

參數間的關係來表現微觀的跟車行為，此種概念在研究發展上有其侷限性。跟車

模式的發展，要等到 Herman 等人在通用汽車(General Motors，簡稱 GM)研究室

自 1958 年起陸續進行的一系列研究，方有重大的突破，而其間，Kometani 與

Sasaki(1958)亦在日本進行獨立且類似的研究。 
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3.2.1 Herman 與其團隊 

Gazis(2002)回顧車流理論的發展時指出，1950 年中期，車流行為的模化吸

引許多著名學者如 Elliott Montroll 等的注意。1956 年通用汽車公司雇用 Larry 
Hafstad 成為其研究實驗室新的執行長，Larry Hafstad 的背景係核子物理學家，

企圖使該研究實驗室成為基礎科學(basic science)的領導者，其後聘請 Robert 
Herman 與 Elliott Montroll 合作組成研究團隊，進行迄今仍堪稱偉大的車流基礎

研究。 
Gazis(2002)特別指出，Herman 與其團隊在車流理論的研究上遵循二個基本

原則，第一，車流理論本身係一實驗科學(experimental science)，須以實驗方式進

行；第二，必須針對特定研究現象來挑選最適用的數學模式，而非逕予套用研究

者熟悉的數學模型。前者，為達成模式的驗證，Herman 與其團隊在通用汽車的

測試車道(test track)上進行一系列的跟車實驗。Herman 堅持，只有親自設計並執

行實驗，諸如車流行為模化的實驗科學才可能有所進步。當時的實驗以現今的標

準來看，顯得相當原始，如圖 3.2.1 所示。由於當時量測兩車行進中車間程變化

的遙感技術並不存在，因而係在後車前保險桿安裝彈性捲軸並以纜線連接前車後

保險桿的方式來量測前後兩車間的動態距離，再以設於後車行李廂內的設備來自

動記錄調查資料。 
 
 

 
圖 3.2.1 Herman 跟車實驗量測車間距離的纜線捲軸設備 

資料來源：Chandler, R.E., R. Herman, and E.W. Montroll, “Traffic Dynamics Studies in Car 
Following,” Operations Research 6, 165-184, 1958. 
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3.2.2 跟車行為模化的概念架構 

Cumming(1963) 將駕駛分成數個子單元，並將駕駛者角色視為一資訊處理

者(information processor)。其中，跟車子單元比起其他駕駛單元相對簡單，且已

成功的以數學模化。但即便只是跟車，其行為亦已相當複雜，為求簡化，模化上

仍需作下列的假設：  

(1) 車輛係在單車道(無法變換車道)的環境下行駛； 

(2) 駕駛人的跟車原則是：一直緊隨前車，並避免碰撞； 

(3) 跟車者是人-車-路系統中主動且可預測的控制單元； 

(4) 跟車時需對連續刺激不斷作出機動反應，此駕駛作業稱為心理 -機動

(psychomotor)或覺察-機動(perceptual-motor)技術，包括：  

1) 覺察(Perception)：透過視力蒐集週遭的相關資訊。包括速度、加速度、

車間程、相對車速、發生碰撞前的尚餘時間等； 

2) 決策(Decision Making)：理解資訊並予適時整合； 

3) 控制(Control)：平順、協調的執行控制指令。 
 

跟車行為可以傳統控制理論來表示，如圖 3.2.2 所示。由圖知，跟車過程中，

後車行為係受前車行車狀態影響，前車的任何變化，經後車駕駛人覺察-資訊蒐

集與決策判斷-執行的反應，透過方向盤、油門或煞車踏板的動作來操作車輛動

態，並依車輛實際動作回饋修正其車輛的操控，此一反覆的程序決定後車的行為

動向。 

 
圖 3.2.2 跟車行為的控制理論架構 

資料來源：Rothery, R. W., “Car Following Models,” Chapter 4 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 
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圖 3.2.2 的架構並未將各駕駛因素全盤納入考慮，但即便如此，在數學模化

上即已太複雜。而在單車道的假設下，後車駕駛人的決策判斷不包含變換車道或

轉向的選項，只有加、減速及其額度的考量。基於此，可再進一步簡化，如圖

3.2.3 的線性控制架構。 

 
圖 3.2.3 跟車行為的簡化控制理論架構 

資料來源：Rothery, R. W., “Car Following Models,” Chapter 4 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 

 
 

圖 3.2.3 的跟車行為控制架構，以數學表示，可寫成下列剌激反應模式： 

Response(反應) = λ × stimulus (刺激) (3-2-1) 

其中： 
λ=跟車模式的敏感係數，係控制理論中的增益因子 

 
茲說明上示模式的各單元如下： 

1.刺激函數 
刺激函數包含許多因素，如車速、相對速度、車間程(spacing)、加速度、車

輛操作特性，及駕駛門檻(driver thresholds)等。假設駕駛人會「一直緊隨前車」，

並「避免碰撞」，為達成此兩原則，駕駛人在短時間(δt)內會與前車保持非常小的

相對車速 Urel 

E(Ul-Uf)=E(Urel)= ∫
+

−

2/

2/
)(1 tt

tt rel dttU
t

δ

δδ
  (3-2-2) 

其中： 
Ul、Uf =前、後車的車速 
δt 可以覺察時間的函數來表示 
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較小的相對車速會拉長車間程為 S 的碰撞時間(tc, collision time)，如下式，

亦使在δt 的短時間內，車間程不會變大： 

rel
c U

tSt )(
=  (3-2-3) 

由以上的分析知，由於相對速度同時具備保有較長碰撞時間及避免前車逸走

(drifting away)的雙重功能，符合「一直緊隨前車」並「避免碰撞」的跟車行為假

設，故刺激函數一開始即是以相對車速為引數。 
然而，跟車時係對連續刺激不斷作出機動反應，即在 t 時間以前發生的所有

事件均可能產生刺激，亦即式(3-2-2)可改寫成所有較早相對車速的加權和型式： 

E(Ul-Uf)= ∫
+

−
−−=

2/

2/
)'()'(1)(

tt

tt relrel dtttUtt
t

UE
δ

δ
σ

δ
  (3-2-4) 

其中，σ(t)是 Chandler, Herman, Montroll (1958)所稱的，反映駕駛者對早期資訊

進行估測、評估、處理的加權函數(weighting function)。駕駛者係對過去與現在

的資訊加權，綜整後在未來某適當時間再作出適當反應。 
圖 3.2.4 即為加權函數的一般面貌，由圖知，太久前(5 秒前)的事件對現況的

駕駛行為影響甚少，而甚短前(0.1 秒)發生的事件，駕駛人還來不及反應，其權

重均甚小。 

 
圖 3.2.4 相對速率刺激與隨時而變的加權函數 

資料來源：Rothery, R. W., “Car Following Models,” Chapter 4 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 

 
為展現駕駛人對過去短暫時間內發生各種資訊的處理方式，可以假設： 

σ(t)=δ(t-T) 

其中： δ(t-T)=0 ，當 t≠T 
δ(t-T)=1 ，當 t=T 

1)(
0

=−∫
∞

dtTtδ  
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在此狀況下，刺激函數變成： 

)()()( TtUTtUtStimulus fl −−−=  (3-2-5) 

其中： T=反應時間 
 
式(3-2-5)說明，駕駛人係隨時觀察外來刺激並在未來作出反應。加入反應時

間，一方面反映駕駛人作出反應的延遲 (delay the response)，另一方面反映駕駛

人作出決策前會需要先取得前置資訊(advanced information)。 

2.反應函數 
直行車輛可以作的反應，不外維持原速不變(加速度為 0)，或改變車速(加速

度為正或負)，在數學上均可以加速度表示。基於此，反應函數一般係以後車的

加速度為引數： 

Response(t) = af (t) (3-2-6) 

3.跟車模式的雛型 
將式(3-2-5)與式(3-2-6)整合至式(3-2-1)中，Chandler, Herman, Montroll (1958)

率先提出近似刺激-反應架構的線性跟車模式： 

[ ])()()( TtxTtxtx flf −−−= &&&& λ  (3-2-7) 

或相當於： 

[ ])()()( txtxTtx flf &&&& −=+ λ  (3-2-8) 

其中： 
xl(t)，xf (t)=前、後車於時間 t 在道路上的位置 

 
上式與圖 3.2.3 比較知，線性跟車模式之駕駛者單元係由時間延滯(time delay)

與增益因子(gain factor)組成，其數學表示，前者為 T，後者為λ。其中，增益因

子係一物理名詞，用於處理訊號(外來刺激)接收後被放大(或縮小)的效果，而跟

車模式中的增益因子，一般認為係反映駕駛人對外來刺激的敏感度。 
上示車流模式與 Reuschel 及 Pipes 提出者外型類似，但數學上卻有明顯的差

異。Chandler, Herman, Montroll (1958)的模式認為後車的加速率與前後兩車的相

對車速成比例，但有反應的時差(time lag)。換言之，該模式假設後車駕駛人在前

車拉遠時會嘗試趕上，而當前車逐漸靠近時會減慢下來，但後車駕駛人係在一特

定時差後才會做出上述行為，而時差係與其反應時間(reaction time-lag)及車輛的

物理特性有關。 
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3.2.3 Herman 團隊五代跟車模式 

由前節的回顧說明知，Herman 團隊研發跟車模式的程序為： 

(1) 構建數學模式：後車跟車行為係由駕駛者接受外來刺激，依個人之敏感度

作出反應的程序決定。其中，反應=後車之加減速；刺激=前後車間之相對

車速。其數學模式型式均為：反應= F(敏感度，刺激)； 

(2) 實車實驗：兩車以伸縮纜線相連，記錄行動中之車間距(spacing)。前車以一

預設之行程表行駛(含加、減速)；後車在無任何預警下，以保持最小安全間

距的方式跟車，並記錄每一時點的速率與加速率。共有兩種實車測試實驗： 

1) 初期測試車道(test track)跟車實驗 
係 Chandler, Herman, Montroll (1958)為驗證跟車模式最早雛型(第一代模

式)所進行的實車實驗，用以推估模式的參數，並作模式效用的初步評

估。實驗場所為通用汽車公司 1 英哩長的測試車道，共有 8 名男性駕駛

參與跟車實驗； 

2) 後期隧道實車實驗 
為進一步確認跟車模式的有效性(validity)，選擇車流特性已被充分瞭解

的實際道路交通環境來進行實際車流跟車實驗。實驗場所係選擇紐約市

的幾條隧道，包括林肯(Lincoln)隧道、荷蘭(Holland)隧道及皇后城中區

(Queens Mid-Town)隧道等，共有 10 位駕駛參與 30 次測試； 

(3) 模式驗證與修改。 
 
 

依上述程序，Herman 團隊在 1958 年至 1964 年間，共發展五代的跟車模式，

分述如下： 

1.第一代模式：線性模式(the linear case)  

(1) 跟車模式 

[ ])()()( 11 txtxTtx nnn ++ −=+ &&&& λ  ,  n=1,2,3,… (3-2-9) 

其中： 
�n(t), �n(t)=依行車向順序編號為第 n 車在 t 時間的速率與加速率 
λ=跟車駕駛人對前方刺激的敏感度 
T=跟車駕駛人對前方刺激作出反應的時差(以下簡稱反應時間) 
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(2) 實驗 

1) 該實驗係在通用汽車公司的 1 英哩測試車道進行，共有 8 位男性駕駛參

與。實驗結果的原始資料係先以等時距的方式整理，再以相關分析

(correlation analysis)推估線性跟車模式的兩參數 λ 與 T，在資料為離散

型式下，反應時差 T 亦採離散值。對個別駕駛的實驗結果而言，反應時

間取整數時一般在 1 秒時可得最大相關係數，多數實驗的結果是落在

0.85~0.95 秒之間； 

2) Chandler, Herman, Montroll(1958)的初步實驗結果整理如表 3-2-1 與圖

3.2.5 所示，推估項包括敏感度 λ，C=λT，及平均車間程 S 與平均車速

U，敏感度 λ 的平均值為 0.368 秒-1。其中，車間程是取兩輛車在跟車

實驗中車間程的平均； λT 的平均值接近 0.5，接近漸近安定

(asymptotically stable)的邊界(有關漸近安定，詳第四章)。 

3) 圖 3-2-5 明顯呈現跟車間程愈大、敏感度愈低的傾向。雖然資料很零散，

Gazis, Herman, Potts(1959)重建其迴歸式(圖上圈出的樣本不納入迴

歸)，獲得 λ=40.2/S (S 的單位為英呎)。　 

(3) 驗證與修改： 
由實驗結果知，跟車的敏感度與兩車車間程的倒數有線性關係，亦即車間

程較小(跟得較近)時，跟車者對前車行為的刺激較敏感。基於此，跟車模式

中的敏感度，不宜為常數，而需隨車間程大小而有不同。 
 
 

表 3-2-1 第一代模式跟車實驗結果 

駕駛人 λ 
1/秒 

U 
公尺/秒 

S 
公尺 

λT 

1 0.74 19.8 36.0 1.04 
2 0.44 16.0 36.7 0.44 
3 0.34 20.5 38.1 1.52 
4 0.32 22.2 34.8 0.48 
5 0.38 16.8 26.7 0.65 
6 0.17 18.1 61.1 0.19 
7 0.32 18.1 55.7 0.72 
8 0.23 18.7 43.1 0.47 

平均 0.37  18.8  41.5  0.69  
資料來源：Rothery, R. W., “Car Following Models,” Chapter 4 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 
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λ

 
圖 3.2.5 第一代跟車模式敏感係數與車間程倒數的關係 

資料來源：Gazis, D.C., R. Herman, and R.B. Potts, “Car-Following Theory of Steady-State Traffic 
Flow,” Operations Research 7(4), 499-505, 1959. 
註：圖上圈出的樣本不納入迴歸；原圖為英制，Rothery(2001)改為公制。 

 

2.第二代模式：車間程愈短愈敏感 

(1) 跟車模式：車間程短時，敏感度用λ1，否則，用λ2。 

)]()([
)]()([

)(
12

11
1 txtx

txtx
Ttx

nn

nn
n

+

+
+ −

−
=+

&&

&&
&&

λ
λ

 (3-2-10) 

(2) 驗證與修改： 
由於模式變成不連續，選用λ1、λ2 時需主觀判斷，甚難應用及發展，故再改

回單一敏感度項，以不同型式表示。 
 

3.第三代模式：非線性模式(Non-linear Models) 
線性跟車模式假設加速的反應與車間程完全無關，常理上，車間程愈小(後

車距前車愈近)，後車加減速的反應會愈大。為納入上述效果，將參數λ由常數改

為與車間程的倒數成正比的型式： 

[ ])()(/ 10 txtx nn +−= λλ  (3-2-11) 

其中： 
xn(t)=依行車向順序編號為第 n 車在 t 時間的位置 
λ0=新的常數，稱為敏感係數(sensitivity coefficient) 
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(1) 跟車模式修改成：  

[ ][ ])()(
)()(

)( 1
1

0
1 txtx

txtx
Ttx nn

nn
n +

+
+ −

−
=+ &&&&

λ  (3-2-12) 

(2) 實驗 

1) 本實驗係在紐約市幾座隧道實際交通環境下進行。車行隧道為雙向雙車

道(單向各一車道)，隧道內禁止超車。為調查非線性跟車模式的合理性，

研究團隊展開一系列實驗，共 30 次測試，16 次在林肯隧道，10 次在荷

蘭隧道，4 次在皇后城中區隧道。 

2) 圖 3.2.6 即 30 次隧道實車實驗的增益因子(λ=a0,0)與時差 T 的關係。圖中

實線將兩參數空間切成漸近安定與不安定兩個區域(右上為不安定)，值

得注意的是，有很多駕駛人的行為似落在不安定區，或有相對較大的增

益因子及時差； 

λ

λ

 

圖 3.2.6 30 次隧道實車實驗的增益因子與時差的關係 
資料來源：Rothery, R. W., “Car Following Models,” Chapter 4 in Traffic Flow Theory. A 
State-of-Art report,” Transportation Research Board, 2001. 

 

2) 圖 3.2.7 係荷蘭隧道與林肯隧道實車實驗的增益因子與車間程倒數的關

係圖，其直線為過原點的迴歸線，因強迫過原點，其斜率即對λ(=a1,0, 見
圖 3.2.7 的註)參數的推估值，結果分別為 29.21 公里/小時與 32.68 公里/
小時，雖然差異僅± 3 公里/小時以內，惟已足以反映此兩隧道巨觀車流

特性的不同； 

(3) 驗證與修改： 
1) 由公路隧道實際車流的跟車實驗知，敏感度確與車間程倒數有關； 

2) 常理上，車速愈高，駕駛人警覺性會愈高，對外來刺激會愈敏感，加減

速的反應會愈大。基於此，跟車模式中的敏感度，宜再加入跟車的車速。 
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荷蘭隧道 林肯隧道 

λ λ

圖 3.2.7 荷蘭隧道與林肯隧道實車實驗的增益因子與時差的關係 
資料來源：Herman, R. and R. B. Potts, “Single Lane Traffic Theory and Experiment,” 
Proceedings Symposium on Theory of Traffic Flow. Ed. R. Herman, Elsevier Publications Co., 
120-146, 1959. 
註：圖中斜線 a1,0 即本文的λ，其下標分表 l,m 值，1,0 表第三代模式。 

 
 

4.第四代模式：敏感度加入車速 
將車速納入後，敏感度包含一個常數項、二車之車間程與後車之車速三項： 

[ ])()(/)(' 11 txtxTtx nnn ++ −+= &λλ  (3-2-13) 

其中： 
λ′=新的敏感係數 

(1) 跟車模式修改成： 

[ ][ ])()(
)()(
)(')( 1

1

1
1 txtx

txtx
TtxTtx nn

nn

n
n +

+

+
+ −

−
+

=+ &&
&

&&
λ  (3-2-14) 

(2) 模式缺點：雖已有大幅改善，惟模式中敏感度項內之兩參數仍限制為一次

方型式，不具通用性(generalization)，故需再作改善處理。 
 
 

5.第五代模式：通用型模式(Generalized Model)  

(1) 跟車模式修改成：敏感度項內加入 l-m 兩參數 

[ ]
[ ])()(

)()(
)(

)( 1
1

1,
1 txtx

txtx
Ttx

Ttx nnl
nn

m
nml

n +
+

+
+ −

−

+
=+ &&

&
&&

λ
 (3-2-15) 

(2) 許多模式均為第五代模式之特例。 
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3.2.4 微觀與巨觀模式穩定狀態下的對映關係 

本節說明跟車模式與巨觀水流模式在穩定狀態下對映關係的發現與推導。 

1.跟車模式與巨觀水流模式對映關係的發現 
除在實驗場所進行跟車調查外，Herman 團隊亦在美國紐約 3 條隧道實際車

流中進行跟車實驗(方式仍採伸縮纜線連接二車)，共分析 11 種前車速率變化，

每種變化平均約進行 4~16 次，每次 4 分鐘。當時在同一地點(林肯隧道)，紐約

港埠管理局亦在進行類似研究，但係採用巨觀 Greenberg 模式，調查巨觀車流資

料來校估其參數。此二研究採用之微觀與巨觀模式分別為： 

微觀：第三代跟車模式： [ ][ ])()(
)()(

)( 1
1

0
1 txtx

txtx
Ttx nn

nn
n +

+
+ −

−
=+ &&&&

λ  

巨觀：Greenberg 車流模式：u=uc×Ln(kj /k) 
 
實驗結果，Herman 團隊獲得的跟車資料與新的 m=0; l=1 模式有很好的配適

度，R2 值介於 0.8~0.98，平均反應時間 T=1.2 秒，新的常數λ０=19.8 英呎/秒
(=19.8×3600/5284=13.48 英哩/小時)。紐約港埠管理局獲得的 Greenberg 模式最佳

車速 uc(達容量時之車速)為 17.2 英哩/小時。微觀模式參數λ０與巨觀模式參數 uc

校估值接近，且此兩參數之單位及意義亦相同(均為速率)。此種巧合引起 Herman
團隊的注意，開始進行巨觀、微觀模式關連性之推導分析。 

依 Gazis(2002)的回顧，1959 年 Potts 從澳洲來通用汽車公司短期參訪，參與

Herman 團隊的研究，當時的研究課題是：「當車流由一穩定狀態轉變成另一穩定

狀態的過程中，跟車模式會顯現出什麼?」。該研究團隊在將跟車模式積分後，發

現一有趣的結果，即只要增益因子(或敏感度)係與車間程成反比，則從跟車模式

可導得 Greenberg 巨觀水流模式，且與跟車實驗資料相當一致。此一重大發現所

發表的論文(Gazis, Herman, and Potts, 1959)，與其他兩篇優秀的論文(Chandler, 
Herman, and Montroll, 1958; Herman, Montroll, Potts, and Rothery,1959)，共同得到

1959 年 OR 期刊(Operations Research Journal)的蘭徹斯特獎(Lanchester Prize)，並

從此開啟了車流理論研究在 OR 期刊的一席之地。 
欲重建上述微、巨觀車流模式互為對映的重大發現，可將第三代跟車模式以

時間 t 積分，得： 
( )[ ])()(ln)( 1

1
01 txtxLTtx nnn +

−
+ −=+ λ&  

其中：L-1=kj， ktxtx nn /1)]()([ 1 =− +
  

 
在車流「穩定」的條件下，反應時間 T 可以忽略，上式可改寫成：  

[ ]kkutx jn /ln)( 01 λ==+&  
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上示模式即 Greenberg 水流模式。 
在後續的論文中，Herman, Rothery, Gazis (1961)將跟車模式通式化，即在原

模式增益因子的分子項(後車車速)加上指數參數 m，分母項(前後兩車的間程)加
上指數參數 l，構成了後來大眾普遍所稱的 l-m 模式的通式。改變 l、m 值，將

此通式積分，可得到任何想得到的巨觀車流關係式。從此，微觀與巨觀車流模式

間有了完全的相容性。 

2.通用型跟車模式的推導 
式(3-2-15) 如處於穩定狀態(steady-state)則有許多簡化，如反應時間可以忽

略，車間程變成穩定狀態的常數車間程等。如個別車輛的速率亦等於整體車流的

速率，則式(3-2-15)可簡化成： 

[ ]
[ ]lnn

nn
m

n

n

txtx
txtx

Ttx
Ttx

)()(
)()(

)(
)(

1

1

1

1

+

+

+

+

−
−

=
+
+ &&

&

&& λ  ⇒ lm s
ds

u
du λ

=  (3-2-16) 

值得說明者，乍見式(3-2-15)的人或許會覺得奇怪，為何跟車模式右側各項中，

會出現含時差的車速項，也就是說，駕駛人加減速的反應，與做出反應當時瞬間

的車速有關，此與前述刺激加權函數的觀念不符(過近的刺激，不影響決策)。直

到出現式(3-2-16)，一切都明白了，原來式(3-2-15)定式的不合理，其實是一種數

學處理上的機巧，經處理後，式(3-2-16)式左右兩側均為相同變量的微分式，即

可進行積分，否則，式(3-2-16)左側分子項有 T，分母項卻沒有，變量不同是無

法積分的。 
式(3-2-16)的解為(Gazis, Herman, and Rothery,1961)： 

f m ( u ) =c f l ( s ) + c ′  (3-2-17) 

其中 fp (p=m 或 l)為： 

)1(,)( 1 ≠= − pxxf p
p  

與： 
)1(,ln)( == pxxf p  

 
積分常數，c′，可應用下列兩個邊界條件之一求解： 

1 u=uf at k=0 
2 u=0 at k=kj 

上式中，uf 為自由流車速，kj 為壅塞密度，且 s=1/k。 
可應用第一個邊界條件(k=0, u=uf)的唯一狀況是 l > 1，例如： 
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當 l =1 時： )/1ln()ln( ksf l == , k=0 時無定義 

當 l <1 時： l
l

l k
sf

−
− == 1

1 1 , k=0 時無定義 

當 l >1 時： 11 −− == ll
l ksf , k=0 時, u=uf 

∴f m ( uf) =c f l ( s0) + c ′=c′ 

可應用第二個邊界條件(u=0, k=kj)的唯一狀況是 m < 1，例如：  

當 m = 1 時： )ln(uf m = , u=0 時無定義 

當 m > 1 時： 1
1 1

−
− == m

m
m u

uf , u=0 時無定義 

當 m < 1 時： m
m uf −= 1 , u=0 時, k=kj 

∴f m (0)=c f l ( kj) + c ′=0 → c′= -c fl(kj) 

因此，積分常數 c′的推估為： 

c′=fm(uf) l > 1 

c′=-cfl(kj) m < 1 
值得說明者，Gazis, Herman, Rothery(1961)在推導過程中，曾誤以為滿足邊界條

件的組合為： 

c′=fm(uf) (m>1, l≠1; 或 m=1, l > 1) 

c′=-cfl(kj) (除 m=1, l <1 外，所有其他 l-m 組合) 

May 與 Keller(1967)亦曾延用這種錯誤，直到 Byrne(1980)才獲得更正。綜合言之，

滿足至 uf, kj 少一個邊界條件的 l-m 組合，如表 3-2-2 所示。 

 

表 3-2-2  滿足 uf, kj至少一個車流邊界條件的 l-m 矩陣 

m  
l 

m < 1 m = 1 m > 1 

l <1 111 −−− += ll
j

m ckcku    

l =1 )ln()/1ln(1 kckcu j
m +=−    

l >1 111 −−− += ll
j

m ckcku  1)ln()ln( −+= l
f ckuu  111 −−− += lm

f
m ckuu  

註：l > 1 滿足 k=0, u=uf 邊界條件；m < 1 滿足 u=0, k=kj 邊界條件。 
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圖 3.2.8 至圖 3.2.10 係不同 l-m 值導出的各種穩定狀態公式。圖中的流率已

經常態化(最大流率為 1)，且對所有 l-m 組合，其壅塞密度均設為相同並亦常態

化(壅塞密度為 1)。 
圖 3.2.11 為 May 與 Keller(1967)整理的不同 l-m 跟車模式對映的巨觀水流模

式(速率-密度曲線)；表 3-2-3 與圖 3.2.12 則為過去相關研究陸續研提的巨觀水流

模式與跟車模式 l-m 矩陣對映的關係。 

=1/2

=1
=2

=3

 
圖 3.2.8 常態化後的流率與密度關係圖(m=0) 

 

= 
-1

/2
= 

0
= 

1/2 = 1
= 2

 
圖 3.2.9 常態化後的流率與密度關係圖(m =-1) 
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圖 3.2.10 常態化後的流率與密度關係圖(m =1) 

 
 

 
圖 3.2.11 不同 l-m 跟車模式對映的巨觀車速-密度關係 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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表 3-2-3 既有巨觀水流模式對映的 l-m 矩陣 

m  
l 

 
m=0 

 
m=1 

l =0 Pipes, 
Reuschel: ⎥
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資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 

 

 
圖 3.2.12 既有巨觀水流模式在 l-m 空間上的分布 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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2.其他跟車模式的推導 
一旦指定 l-m 參數後，跟車模式即與某特定巨觀水流模式有一對一對映的關

係，現以 Greenshields 模式為例，說明其微觀與巨觀模式對映的推導程序，其他

l-m 值的跟車模式，只要先確定可用邊界條件的數量及項目，依本節的程序，亦

可比照辦理。 

(1) 由 Greenshields 巨觀水流模式推導跟車模式 
Gazis, Herman, Rothery(1961)曾以 Greenshields 巨觀水流模式反推對映的跟

車模式。Greenshields 巨觀水流模式的速率-密度關係式為 u=uf (1-k/kj)，令

k=1/S，kj=1/L，得 u=uf(1-L/S)，兩側以 t 微分，得： 

SSLuu f
&& )/( 2=  (3-2-18) 

加反應時間 T，改寫成跟車模式，得： 

[ ]
[ ])()(

)()(
)/(

)( 12
1

1 txtx
txtx

ku
Ttx nn

nn

jf
n +

+
+ −

−
=+ &&&&  (3-2-19) 

上述係早期相關研究發展跟車模式採用的方法。 

(2) 由 m=0, l =2 跟車模式推導 Greenshields 巨觀水流模式 
Greenshields 巨觀水流模式係少數同時滿足 uf, kj 兩個邊界條件的跟車模式，

依前節通案型跟車模式的推導，亦可由 l=2, m=0 跟車模式推導出

Greenshields 巨觀水流模式(其他模式滿足的邊界條件並不相同)，步驟如下： 

1) 列出微觀跟車模式(m=0, l =2)之公式： 

[ ]
[ ])()(

)()(
)( 12

1

0,2
1 txtx

txtx
Ttx nn

nn
n +

+
+ −

−
=+ &&&&

λ
 

2) 積分得速率公式：  

u
[ ]

[ ])()(
)()( 12

1

0,2 txtxd
txtx nn

nn
+

+

−
−

= ∫
λ

[ ])()( 1

0,2

txtx nn +−
−=

λ
+C 

＝-λ2,0k + C 

3) 由車流邊界條件，解積分之常數項 C 與敏感度常數λ 
∵邊界條件：u=0 → k= kj  (壅塞密度) 

 0=∴ -λ2,0kj+C → C＝λ2,0kj→ u=-λ2,0k＋λ2,0kj 
∵邊界條件：k=0 → u=uf  (自由流車速) 

 ∴ uf=λ2,0kj  → λ2,0= uf/ kj 

→ u= uf/kj (kj-k)= uf (1-k/kj)，即為 Greenshields 巨觀水流模式。 
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3.3 微觀與巨觀模式對映的問題 

3.3.1 從微觀模式導出巨觀模式的問題 

由前節知，透過以下程序，可將微觀模式轉換成巨觀模式： 

(1) 假設達均衡狀態，忽略跟車模式中的反應時間 T。 

(2) 將跟車模式積分，並代入必要的邊界條件，如 uf、kj，以解出積分常數。 
本節以最簡單的跟車模式--線性跟車模式(l=0,m=0)，及非線性跟車模式中最

簡單的 Greenshields 模式(l=2,m=0)，來說明從微觀模式導出巨觀模式的問題。 

1.線性跟車模式 
線性跟車模式定式及其對映的巨觀水流模式定式如下： 

微觀跟車模式： [ ])()()( 11 txtxTtx nnn ++ −=+ &&&& λ  

巨觀車流模式：
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

jk
kqq 1max  

圖 3.3.1 即線性跟車模式微觀與巨觀模式間的關係。由圖知： 

(1) 線性微觀跟車模式的敏感度項參數會代入巨觀水流模式中(λ=qmax)。 

(2) 巨觀水流模式尚需要 kj 的邊界條件來定型，對於線性微觀跟車模式言，就

相當於設定車輛停止時的車間程為 1000/kj，以該值為跟車的起始條件。 

(3) 線性微觀跟車模式的反應時間 T 並未代入巨觀水流模式中，而是在推導前，

假設跟車達均衡時可以忽略 T，而先予以剔除。 
 

[ ])()()( 11 txtxTtx nnn ++ −=+ &&&& λ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

jk
kqq 1max

3600/maxq=λ

 
圖 3.3.1 線性跟車模式微觀與巨觀模式間之關係 
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2.非線性跟車模式 
非線性跟車模式(以 l =2,m=0 為例)定式及其對應的巨觀車流模式定式如下： 

微觀跟車模式： 
[ ]

[ ])()(
)()(

)( 12
1

0,2
1 txtx
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Ttx nn

nn
n +

+
+ −
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=+ &&&&

λ
 

巨觀車流模式： 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎡
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j
f k

kkuq 1  

圖 3.3.2 即非線性跟車模式微觀與巨觀模式間的關係。由圖知： 

(1) 微觀跟車模式的敏感度項參數會代入巨觀車流模式中(λ2,0=uf /kj)。 
(2) 巨觀車流模式在積分時會需要用到 uf、kj兩邊界條件來消除積分常數，並給

予模式定型，對於微觀線性跟車模式言，就相當於車輛停止時設定車間程

為 1000/kj，以及自由流時設定車速為 uf，作為跟車的起始條件。 

(3) 同樣的，微觀跟車模式的反應時間 T 亦未代入巨觀車流模式中，而是在推

導前，假設跟車達均衡時可以忽略 T，而先予以剔除。 
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圖 3.3.2 非線性跟車模式微觀與巨觀模式間之關係 
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3.微-巨觀車流模式模化上的缺漏 
由前節微觀跟車模式推導巨觀車流模式的過程可以很明顯的發現： 

(1) 微觀跟車模式 
模式定式設有反應時間 T，事實上，在跟車模式的發展中，在模式中加入反

應時間係相當重要的突破。惟在構建完成通案型定式(l-m 模式)時，基於數

學上容易處理的考量，反應時間 T 僅以常數來設定，亦即不論與前車間距

遠近，跟車時的車速如何，跟車時的反應時間均相同，對於不同跟車狀況

下反應時間應不同的問題並未予以模化上進一步精細的處理。 

(2) 巨觀水流模式 
沒有反應時間 T。雖然微觀跟車模式的反應時間係設定為常數，已相當簡

化，但由微觀模式推導巨觀模式過程中，在均衡狀態的假設下，T 仍遭剔除，

致巨觀水流模式中完全看不到反應時間參數。此外，過去相關研究一直強

調微觀跟車模式與巨觀水流模式的對映關係，卻忽略一個重要的課題，即

微觀跟車模式本身即是一加速度公式，具動態性，模式在適當的操作下是

可以模化個別車輛以及整體車流的運動行為，但巨觀水流模式根本不會

動，只是在均衡狀態下，車流三個巨觀參數-流率、密度、速率間的關係式，

總言之，只是一靜態的模式。 

3.3.2 應用微觀跟車模式進行跟車模擬時的問題 

以一個微觀跟車模式模擬車流時，直覺上，在設定模式參數值後，似乎只要

令每輛車依循模式來跟車，則在達均衡時(各車加速度為零，車速、車間程均不

再改變)，巨觀上就會呈現其對映的某特定 q-k-u 巨觀關係。事實不然，除了模式

參數須設定外，模擬開始前尚須設定起始條件，例如各車要以何種車速行駛，以

及各車的車間程為何等，只要起始條件的設定不同，就會影響其微、巨觀模式間

的對映關係，本節以模擬的方式分析說明之。 

1.線性微觀跟車模式 
由前節的說明知，線性微觀跟車模式與其對映的巨觀水流模式分別為： 

微觀跟車模式 ： [ ])()()( 11 txtxTtx nnn ++ −=+ &&&& λ  

巨觀水流模式 ：
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

jk
kqq 1max  

其中 ：λ=qmax/3600，kj 表壅塞密度 
 

以上示微觀跟車模式模擬車流時，在設定λ值等於 qmax/3600，並對各車設定

一個相同的起始車速 ue，是否起始車間程不論如何設定，只要各車是依循指定的

微觀跟車模式來跟車，則經些微擾動(令頭車加速再減速恢復成原車速)再達均衡
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後，車間程均會恢復等於該均衡車速對應的唯一車間程(巨觀密度的倒數)? 
現以模擬線性跟車模式的方式來檢驗此一問題。基本的模擬設定如表 3-3-1

所示，模擬的起始設定是先設定巨觀的 k 值，依上示的巨觀水流模式換算出對應

的 q, ue 值(ue=q/k)，再將單位轉換成秒、公尺後，即得微觀跟車模擬的起始車間

程與車速值。此外，微觀跟車的反應時間 T 設為 1 秒，頭車的加速度 a 設為±4
公尺/秒 2。 

圖 3.3.3 即本微觀模擬兩組起始值的設定，其他設定說明如下： 
(1) 均衡狀態模擬：兩車先依表 3-3-1 設定的車間程與車速(微觀 s=33.33 公尺，

v=13.095 公尺/秒)行駛。後車以表 3-3-1 設定的λ及 T 代入線性微觀跟車模

式來跟隨頭車；頭車先等速行駛 2 秒(此時巨觀上 k=30 車/公里)，然後開始

減速至巨觀密度變為 k=60 車/公里，兩車達均衡後維持一段時間，再令頭車

減速至巨觀密度變為 k=90 車/公里，達均衡後維持一段時間，再令頭車加

速，恢復到巨觀密度變為 k=30 車/公里，達均衡後停止，前後共模擬 60 秒。 

(2) 任意設定模擬：維持前述各項設定與模擬程序設計不變，僅令起始時，後

車與前車的車間程由 33.33 公尺改為 40 公尺。 
 

表 3-3-1 線性微巨觀模式對映關係的模擬基本設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

qmax= 1800 車/小時 λ= 0.5 1/秒 參數

設定 kj= 140 車/公里 反應時間 T= 1 秒 

k= 30 車/公里 車間程 s= 33.33 公尺 
q= 1414 車/小時 車速 v= 13.095 公尺/秒 

起始 
設定 

ue= 47.1 公里/小時 加速度 a= ±4 公尺/秒 2 

 

 

圖 3.3.3 線性微巨觀模式對映關係模擬的起始設定 
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模擬過程中，需要判定何時達均衡，所幸這很容易。後車跟隨前車達均衡時，

兩車的加速度均為零、均為等速行駛，且其車間程不再變化，如圖 3.3.4 所示，

圖中達均衡的狀況有四處，其車間程分別為 33.33、16.67、11.11、33.33 公尺，

分別對應的巨觀車密度為 30、60、90、30 車/公里。 

 
圖 3.3.4 線性微觀跟車模式模擬的兩車時空軌跡圖 

 
圖 3.3.5 為兩車跟車模擬達均衡的結果，由圖知，以某均衡狀態來設定模擬

的起始值，不論其車速後來如何變化，只要再達均衡，巨觀上均會落在其對映的

巨觀水流模式 q-k 曲線上；當起始值是任意設定時，其達均衡的點將落在另一條

q-k 曲線上。由於本模擬採用相同的λ，故兩條 q-k 曲線的 qmax 值相同。 
 

 
圖 3.3.5 線性微巨觀模式對映關係模擬結果 
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上述結果的原理是，巨觀水流模式的另一參數 kj 並未顯現在線性微觀跟車模

式的定式中，事實上 kj 是在由微觀轉成巨觀的積分過程中，為解出積分常數時才

加入，換言之，只設定λ值的線性微觀跟車模式會對應無限多條截距相同(由
λ=qmax/3600 指定)但斜率不同的 q-k 曲線，須藉 kj 的設定方能定型。當然並非一

定須以 kj 來定型，只要是均衡狀態均能給予線性微觀跟車模式定型，方法係藉

ue=f(k)的均衡關係式同時設定各車起始的速率(車速 v)與跟車間程(s=1/k)。以 kj

來設定起始條件只是較為簡便，因車速為 0，只需將跟車間程設定為 sj=1000/kj(車
輛因壅塞而完全停止時兩車的車間程)，可免去同步設定車速的困擾。 

2.非線性微觀跟車模式 
為簡化，非線性跟車模式採所對映巨觀模式中最簡單的 Greenshields 模式。

即非線性微觀跟車模式(l=2, m=0)及其對映的巨觀水流模式之定式分別為： 

微觀跟車模式 ： [ ]
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巨觀水流模式 ： 
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⎥
⎦
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j
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kkuq 1  

其中 ： λ2,0=uf/kj  (uf 表自由流車速，kj 表壅塞密度) 
 

上示非線性跟車模式的參數α雖包含其對映巨觀水流模式的兩邊界參數 uf, 
kj，惟因只確定其比例關係(λ2,0=uf/kj)，仍未予個別定量，故對前節相同的問題：

「是否只要依指定的微觀跟車模式跟車，達均衡時，不論起始的車間程如何設

定，每一車速最終只會對應一個車間程?」仍有待分析澄清。 
此一問題同樣可以模擬的方式來檢驗。基本的模擬設定如表 3-3-2 所示，同

樣是先設定 k 值，依上示的巨觀水流模式換算出對應的 q, ue 值，再將單位轉換

成秒、公尺後，得微觀跟車模擬的起始車間程與車速值。此外，微觀跟車的反應

時間 T 設為 0.5 秒，頭車的加速度 a 設為±4 公尺/秒 2。 
 

表 3-3-2 非線性微巨觀模式對映關係模擬的基本設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

uf= 80 車/小時 λ2,0= 158.73 公尺 2/秒 參數

設定 kj= 140 車/公里 反應時間 T = 0.5 秒 

k= 30 車/公里 車間程 s = 33.33 公尺 
q= 1886 車/小時 車速 v = 17.5 公尺/秒 

起始 
設定 

ue = 62.9 公里/小時 加速度 a = ±4 公尺/秒 2 
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本模擬實驗亦分成兩組，說明如下： 
(1) 均衡狀態模擬：兩車先依表 3-3-2 設定的車間程與車速值(微觀 s=33.33 公

尺，v=17.5 公尺/秒)行駛，後車以表 3-3-2 設定的λ2,0 及 T 代入非線性微觀

跟車模式來跟隨頭車；頭車先等速行駛 2 秒(此時巨觀上 k=30 車/公里)，然

後開始減速至巨觀密度變為 k=60 車/公里，兩車達均衡後維持一段時間，再

令頭車減速至巨觀密度分別為 k=90、120、127、135 車/公里，達均衡後維

持一段時間，再令頭車加速，直到其巨觀密度變為 k=4 車/公里，達均衡後

停止，前後共模擬 240 秒。 

(2) 任意設定模擬：維持前述各項設定與模擬程序設計不變，僅令起始時，後

車與前車的間程由 33.33 公尺改為 40 公尺。 
 
圖 3.3.6 為模擬達均衡的結果，由圖知，以某均衡狀態來設定起始值(如 k=30, 

ue=62.9)，不論車流如何變化，只要再達均衡，其巨觀上的均衡點均會落在對映

巨觀水流模式的 q-k 曲線上；當起始值是任意設定時，其均衡點組成的將是規模

等比例縮減的另一條 q-k 曲線，而此兩條 q-k 曲線只會在 uf 點(k=0, q＝0)重合。 
上述結果說明，非線性微觀跟車模式即便已包含巨觀模式所有邊界參數，惟

如只有比例而無定量，則任意設定起始條件，其微觀跟車模式達均衡時對映的巨

觀模式仍會不同。由此知，微觀模擬前必須審慎設定起始條件，起始條件本身在

巨觀上代表一個均衡狀態點，須在模擬前確定係落在指定的巨觀水流關係曲線

上。 
 

 
圖 3.3.6 非線性微巨觀模式對映關係模擬結果 
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3.4 跟車模式參數的校估 

l-m 微觀跟車模式有兩個指數參數及一個常數參數有待校估。直覺上，要建

立微觀跟車模式，理應進行跟車實驗，蒐集微觀跟車資料來校估模式參數，以建

立符合某特定地區與駕駛環境的跟車模式。實務上，跟車行為有時處於非穩定狀

態(即非等速，有加減速)，有時處於穩定狀態(等速)，前者的資料變動較大，後

者則明顯較為均一。由於跟車模式本質上係一加速度公式，故參數校估直覺上會

針對非穩定狀態時的跟車資料來取樣。惟以不穩定的跟車資料欲校估出穩定的參

數值，其出發點即互相矛盾，亦不符統計原則，其結果也往往不如人意。 
相對的，巨觀水流模式的三個參數在取樣上均為平均值(例如連續數車的空

間平均車速)，以統計迴歸的方式建立最配適的 q-k 或 u-k 關係式，係以平均值樣

本來估算平均參數值，其結果當然較為穩定，這亦係早期相關研究對車流行為的

觀察，多以建立巨觀水流模型為產出的主因。 
本節首先回顧說明相關研究以微觀方式校估參數、建立跟車模式的成果，再

說明如何以巨觀車流資料來校估參數，據以建立微觀跟車模式。 

3.4.1 以微觀跟車資料校估跟車模式參數 

Brackstone, McDonald (1999)曾回顧相關研究在微觀跟車模式參數校估上的

努力。除 Herman 團隊在發展跟車模型過程進行的實車實驗與參數校估外，Edie 
(1961)採用類似 Gazis, Herman, Potts (1959)的方法，嘗試以新蒐集的巨觀資料來

配適 m=0; l=1 模式，結果發現敏感度常數需要進一步修改，需引進跟車者的速

率項，因而產生 m=1; l=1 另一新的模式。 
Gazis, Herman, Rothery (1961)對跟車公式敏感度的 v 與 s 項分別引進 m、l

兩指數參數。藉 18 組實車測試資料的分析發現，所有 m、l 組合的配適度均有類

似的 R2 值，配適最好的組合落在 m=0~2，及 l=1~2。 
接下來的 15 年陸續有許多類似的研究嘗試定義出最佳的 m、l 組合。其中最

值得注意的有： 

(1) May, Keller (1967)採用新的資料，發現最佳整數組合 m=1; l=3，最佳非整數

組合 m=0.8; l=2.8，常數項 c=1.33×104； 

(2) Heyes, Ashworth (1972)嘗試建立一般化 l-m 跟車模式與當時相關研究提出的

感知模式(perceptual models)的關係，並產出新的關係式，其剌激項為Δv/s2，

敏感常數為ΔtP，係有指數係數的車頭距。該敏感常數採英國 Mersey 隧道的

資料校估得 0.8，可對應 m= -0.8; l=1.2 模式。 

(3) Ceder, May (1976)採用前所未見的大規模資料，結果發現最佳組合為 m=0.6; 
l=2.4。其主要先進之處係提出以雙態(two regime)法配適觀測資料會比單態

(single regime)獲得較佳結果。其中，適用非壅塞車流的模式為 m=0; l=3，
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壅塞車流的模式為 m=0; l=0~1。 
 
Treiterer, Myers (1974)採用空照法以觀察大量車輛的行駛軌跡，藉此萃取出

速率 v 與車間程 s 的量測值。該研究假設駕駛人在不同車況下的行為有異，遂將

其分成跟車加速與跟車減速兩相，分別決定其跟車關係式。結果，加速相 m=0.2; 
l=1.6，減速相 m=0.7; l=2.5。如將此結果與 Hoefs (1972)的研究比較會很有趣。

Hoefs (1972)的研究係加速相 m=1.5; l= 0.9，非煞車減速相 m=0.2; l=0.9，煞車減

速相 m=0.6; l=3.2。 
自 70 年代末以後，有關 l-m 跟車模式的研究與使用逐漸減少，只有兩個研

究值得注意： 

(1) Aron (1988)使用一輛儀裝車輛(an instrumented vehicle)在巴黎的不同交通環

境下蒐集跟車資料，獲得平均車速 7 公尺/秒，平均車間程 14 公尺，約 60
分鐘的資料。分析時，該研究將跟車分成三相，結果減速相 c=2.45; m=0.655; 
l=0.676；穩定狀態相 c=2.67; m=0.26; l=0.5；加速相 c=2.46; m=0.14; l=0.18； 

(2) Ozaki(1993)由某都市 32 層辦公大樓拍攝公路車流，觀測路段長度為 160 公

尺，資料共含 2000 部通過車輛，再從錄影帶萃取出 90 分鐘資料。該研究

的結論係最佳參數組合為減速相 c=1.1; m=0.9; l=1；加速相 c=1.1; m=-0.2; 
l=0.2。應注意的是，在這麼短的觀測區間內，每輛車最多只能萃取小於 10
秒的時間序列資料。 

 
由以上說明知，過去有許多研究針對 l-m 跟車模式進行校估與驗證，惟現今

卻少有類似研究接續發展，主要原因係各研究對 l、m 參數值的校估結果往往互

相矛盾。Brackstone and McDonald(1999)認為其原因可能有二： 

(1) 跟車行為可能因交通及車流條件而異； 

(2) 許多實證分析係在低速或極端的停行狀況下進行，並不能反映一般的跟車

行為。將這些狀況排除後可得表 3-4-1，其結果才值得進一步分析。 
 

表 3-4-1 l-m 跟車模式最可靠的參數推估結果 

Source m l Approach
Chandler et al. (1958) 0 0 Micro 
Herman and Potts (1959) 0 1 Micro 
Hoefs (1972) (dcn no brk/dcn brk/acn) a 1.5/0.2/0.6 0.9/0.9/3.2 Micro 
Treiterer and Myers (1974) (dcn/acn) a 0.7/0.2 2.5/1.6 Micro 
Ozaki (1993) (dcn/acn) a 0.9/-0.2 1/0.2 Micro 
註

a: dcn/acn: deceleration/acceleration; brk/no brk: deceleration with and without the use of brakes. 
資料來源：Brackstone, M. and M. McDonald, “Car-following: a historical review,” Transportation 
Research 2F, 181-196, 1999. 
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即便限縮在這一小群範圍內，跟車模式參數值仍有顯著的變異。其中，表

3-4-1 所列前 2 個研究未考慮不同車流狀態，意味其參數值係一平均結果；後 2
個研究則可能存有實驗誤差(experimental error)，因其資料不是空照便是由大樓頂

攝影取得，在如此遠的觀測距離攝入影片中的車輛影像甚小，量測其行駛距離及

車間程時不可避免會產生誤差，尤其對加速率的估算影響最大。 
綜合以上說明知，值得信賴的資料似僅剩 Hoefs(1972)，其指出減速時敏感

度隨自己的車速增加而增加，以反映此種狀態下增加行車安全的重要性；加速時

敏感度隨 1/Δx 增加而增加，以反映此種狀態下向前續進的重要性。這些與車速

有關的發現與 Treiterer 與 Myers，及 Ozaki 等的研究一致，惟與 1/Δx 有關的發現

則與相關研究間有很大的差異。 
缺少一致的結論使跟車模式逐漸讓位，雖然 Low 與 Addison(1995)曾使之復

活，該研究對一個 l-m 跟車模式(c=0.3; m=0; l=1)增加額外項，即實際與期望車間

程差的 3 次方(c2=30)，惟至今無人對該模式進行校估。 

3.4.2 以巨觀車流資料校估跟車模式參數 

直接以不穩定的加減速跟車資料來校估跟車模式，本質上就違反統計要求

「觀測無誤差」的基本假設，而經相關研究多年來的嘗試，其結果亦不盡如人意，

甚而在 1970 年代後就少有人嘗試。 
但既然已證實 l-m 跟車模式在穩定狀態下(steady-state)與巨觀水流模式有一

對一對映關係，而巨觀水流模式的建立，不但在資料蒐集上較簡易，在模式校估

上亦較符合統計的基本假設，則從巨觀模式參數的校估來著手似較合理。 
May 與 Keller(1967)曾提出一套跟車模式參數校估嚴謹的程序。該研究選擇

速率-密度關係，而非流率-密度或速率-流率關係，來進行校估，優點是數學上較

易操作。經由 l,m 值的選擇可獲得各式各樣的模式，如圖 3-4-1，為定義出特定

模式，式(3-2-17)中的 l, m, c, c′四個參數就必須確定。獲得這些參數的方法，是

以迴歸分析來配適出最佳的 c, c′值，再藉相關分析，以最大相關來決定 l, m 值。 

1.評估的統計程序 
如圖 3.2.11 所示，只有 l=2, m=0 時，速率與密度方呈線性關係，對其他 l, m

組合，當運用迴歸式來求取最佳值時，模式勢必作一些轉換方能符合迴歸為線性

關係的限制(例如當 u=f(exp(k))時，取 log 可成線性式)。惟一旦經此轉換，其 u,k
間的相關性便與未轉換前的原關係不同。 

為解決大部分模式為非線性的問題，May 與 Keller(1967)設定模式校估的適

合度指標 GoF(Goodness of fit)如下： 

∑ −= nuuGoF estimated /)( 2  (3-4-1) 

上式中，GoF 係理論公式推估值與樣本間的平均離差。May 與 Keller(1967)採用

式(3-4-1)校估一組含 118個樣本的一分鐘時間平均速率與平均密度現場調查資料
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(取自芝加哥高速公路監控系統)，該資料取自艾森豪快速公路西向三車道路段的

中央車道，其量測到的最高平均車速為 52.3 英哩/小時，最低為 8.2 英哩/小時；

計算出來最高的密度為 118.4 車/英哩，最低為 14.2 車/英哩。 

 (
)

 
圖 3.4.1 非整數指數參數對 u-k 關係式的影響 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 

 
將分析結果以等離差線(a contour map of equal deviation)繪製在 l, m 座標上

如圖 3.4.2 所示(圖上只繪出(-1≤m≤3)與(-1≤l≤4)範圍，包含最小離差)。 
 

 
圖 3.4.2 平均車速等離差曲線圖 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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2.以車流特性作為評估指標 
經由上述統計程序求取最小離差的 l, m 模式，結果仍不能令人滿意。原因是

不同 l, m 模式的最小離差間差異不大，在這麼小的差異下想找出最佳的模式，實

在相當困難。惟由公路與車輛的實體限制，加上現場觀測的經驗知，合理的車流

模式係有些車流特性的條件限制。 
速率-密度關係中重要的車流特性有自由流速率 uf (當 k=0)，以及壅塞密度 kj 

(當 u=0)；流率-密度關係中重要的車流特性有最大流率 qmax (當 k=ko；u=uo，為

發生最大流率時之密度與速度)。利用這些特性，可用來選擇最適的 l, m 組合。 
依艾森豪快速公路實際特性，各車流特性合理範圍為： 

(1) 自由流速率： uf=50~55 英哩/小時； 

(2) 壅塞密度： kj=185~250 車/英哩； 

(3) 臨界速率： uo=28~38 英哩/小時； 

(4) 臨界密度： ko=48~65 車/英哩； 

(5) 最大流率： qmax ≥1800 車/小時； 
 
圖 3.4.3 為等最大流率 qmax曲線。圖 3.4.4 之 a 與 b 顯示自由流車速 uf 與壅

塞密度 kj 的配適結果。圖中清楚顯示自由流車速僅在 l > 1 的模式方存在，壅塞

密度則僅在 m < 1 的模式方存在。由圖知，在 l, m 座標平面中，自由流車速與壅

塞密度對應的只有很窄的 l, m 範圍。圖 3.4.4 之 c 與 d 分別為等臨界速率 uo與密

度 ko曲線。 

 
圖 3.4.3 等最大流率曲線 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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a.等自由流速率曲線 b.等壅塞密度曲線 

l

c.等臨界速率曲線 d.等臨界密度曲線 

圖 3.4.4 等自由流與臨界車速及等壅塞及臨界密度曲線 
資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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將其結果套疊在一起，如圖 3.4.5 所示。由圖知，滿足自由流速率與壅塞密

度的合理範圍，係對 l, m 組合形成最強的限制，次強的限制則係滿足最大流率。

臨界速率與密度的平均離差範圍較大，則非關鍵的限制。令所有限制全部滿足，

可使 l, m 組合限制在 l=2.8, m=0.8 很小的範圍(要同時滿足 uf, kj，l>1, m<1)，成為

最佳組合。表 3-4-2 即為最佳校估結果整數與非整數解的比較。 
 

 
圖 3.4.5 各項準則重疊結果 

資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 
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表 3-4-2 整數與非整數車流模式解的比較 
項目 整數解模式 非整數解模式 

m 1 0.8 

l 3 2.8 

平均離差 4.6 英哩/小時 4.5 英哩/小時 

自由車速 48.7 英哩/小時 50.1 英哩/小時 

壅塞密度 ∞車/英哩 220 車/英哩 

臨界車速 29.5 英哩/小時 29.6 英哩/小時 

臨界密度 60.8 車/英哩 61.1 車/英哩 

最大流率 1,795 車/小時 1,810 車/小時 
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a 值 1.35×10-4 1.33×10-4 
資料來源：May, A.D.JR., and H.E.M. Keller, “Non-Integer Car-Following Models,” Highway 
Research Record 199, 19-32, 1967. 

 
 
3.檢討 

(1) May and Keller(1967)提供實際校估車流模式的程序。該研究強調，單由最小

離差(由密度對應的理論平均速率與實際平均速率間的差異)，不足以選出最

佳的 l, m 組合，需再加上車－路實體特性，才能找出符合實務要求的 l, m
組合，定出微觀跟車模式及其對應的巨觀水流模式。 

(2) 惟該研究最後亦承認，實務上可以該文提出的最小平均離差當指標，再加

上同時滿足 uf, kj 為有限值，須 l > 1, m < 1 的條件，即可大致找出最佳的 l, m
組合。由圖 3-4-2 知，l > 1, `m < 1，且平均離差最小(GoF=4.2~4.3)的範圍，

大概是 l=2.5~2.8; m=1~0.8 範圍，如果取整數，即 l=3, m=1；取非整數，則

可取 l=2.5~2.8; m=0.8~0.9。這些結果，與該文最後用了 uf、kj、qmax、uo、

ko等為數眾多的車流參數選出的 l=2.8, m=0.8，實務上可說已無差異。 

(3) 該研究事實上已點出，要 uf 或 kj 均為有限值，須同時滿足 l > 1 與 m < 1 的

條件。當 m < 1 不滿足，例如 May 與 Keller(1967)選 m=1，即會出現 kj 為∞ (無
定義)的結果，而實務上，滿足 uf 為有限值似較滿足 kj 容易，要滿足 kj 為有

限值，m 參數值勢必要採非整數，否則，就要如 Greenshields 模式般，令

m=0。 
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3.5 本章小結 

跟車模式的基本架構是反應=敏感×刺激。在模式發展的歷程中，反應項一

直是後車的加速率，刺激項一直是前後兩車的相對速率，真正花工夫調校的，是

敏感項的組成。經由實車實驗~模式修改等反覆的試誤程序，Herman 團隊終於確

立了敏感項的組成，即分母的車間程，分子的後車速率，及一個敏感常數，其分

母、分子項各有一個指數參數 l、m，後人因此通稱跟車模式為 l-m 模式。 
但跟車模式發展至今已有 50 餘年，卻甚少有實務的應用，原因之一是其參

數校估相當困難，相關研究獲得的校估值彼此差異甚大，致莫衷一是。事實上想

藉由蒐集動態的、變異甚大的駕駛行為資料來校估跟車模式的參數，原即不符統

計原則(例如迴歸式的自變數須符合無量測誤差的假設)，本研究認為，May, 
Keller(1967)校估巨觀水流模式再回推微觀跟車模式參數的作法，似較合理可

行，應朝此一方向再予精進發展，使得跟車模式能有更多的實務應用。 
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第四章 跟車模式安定性分析 

任何模式在實際應用之前，均須通過兩個層次的檢驗，一係模式驗證

(verification)，另一則係模式確認(validation)。前者係檢驗模式本身的特性是否符

合原設計者的本意，後者係檢驗模式對所模化的真實系統的代表性，通常係以參

數校估來複製真實系統，並代入一些邊界條件，如 uf、kj 等。前章 3.4 節跟車模

式參數的校估係模式確認，本章跟車模式安定性分析則係模式驗證。按模式研發

的進程，本章本應置於 3.4 節之前討論，但由於份量較多，故特闢專章來說明。 
跟車模式的安定性(stability)，與車流的穩定狀態(steady-state)意義不同，但

中譯卻常混用(大多均譯為穩定)，為避免混淆，特定義此二名詞如下： 

1.Stability：統一譯為「安定性」，在本文中指某車流模式定式所具備的數學特性。

任何車流模式均須在理論上經數學證實具安定性後，方具實用性，否則模式本

身即存有理論上的瑕疵； 

2.Steady：統一譯為「穩定」，在本文中指受干擾一段時間後，整條車流不再有加

減速的變化，而呈等速運轉的狀態。車流巨觀的 q-k-u 關係傳統上即係建立在

此一穩定狀態(steady-state)的基礎上。 
 
線性跟車模式的安定性可以數值分析求得理論結果，非線性跟車模式的安定

性則甚難以數值分析，需採模擬的方式來探討。本章首先回顧說明各種線性跟車

模式在數理上具安定性的條件；其次以模擬的方式，驗證線性微觀跟車模式的安

定性，以其模擬程序作為非線性跟車模擬的基準；最後針對無法以數學理論分析

的非線性跟車模式，以模擬的方式分析其安定性。 

4.1 跟車模式的局部與漸近安定性 

一隊車輛行車的安定性決定於其內部擾動在向後傳遞時是被阻滯(damped 
out)抑或擴大(amplified)。分析跟車模式安定性的目的有二，一係針對特定模式(參
數已知)，判定其描繪下的車流行為是否安定(擾動會沉寂，或有限、無限傳遞及

擴大)，據以瞭解模式的適用範圍。事實上，界定出擾動不擴大的準則，是建立

良好車流模式最關鍵的挑戰；另一則係用以鑑別單車道車流許多特性，並據以界

定出影響行車安全的因素。 



 

4-2

依 Chandler, Herman, Montroll(1958)的說明，跟車模式安定性的檢驗分為兩

種： 

(1) 局部安定性(local stability)：只考慮一前一後兩輛車，前車改變行動下，後

車為跟隨前車所作的反應，可能是逐次沉寂，亦可能擴大； 

(2) 漸近安定性(asymptotic stability)：考慮一串車輛組成的車隊，前車行動的

變化在後續各車間傳遞的狀況，可能是逐次沉寂，亦可能擴大。 
 
本節以一特定的線性跟車模式(有反應延遲的等比控制模式)為範例，進行局

部與漸近安定性的分析回顧。 

4.1.1 跟車的局部安定性 

有反應延遲-等比控制的線性跟車模式可寫成(Chandler, Herman, Montroll, 
1958)： 

[ ])()(/)( 1 tutudtTtMdu nnn −=+ −λ  (4-1-1) 

其中： un(t)=第 n 車在 t 時間的車速； 
T=後車反應前車行為刺激的延時； 
λ=後車反應前車行為刺激的敏感度(增益因子)。 
 

式(4-1-1)中的λ、T 兩參數係組成跟車控制機制中的駕駛者單元，如將時間 t
寫成反應時間 T 的倍數，令 t=τT，並忽略 M，且以 l, f 下標分表前、後車，x 表

各車的位置，則式(4-1-1)可推導改寫成：  
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換言之，令 C=λT，式(4-1-1)線性跟車模式可改寫成： 

[ ])()()1( τττ flf xxCx &&&& −=+  (4-1-2) 

式(4-1-2)描繪的跟車行為，經過拉氏轉換(Laplace transform)求解，可得兩車

的局部安定性條件(Herman, Montroll, Potts, Rothery, 1959)：  
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(1) 0 ≤ C (=λT) < 1/e (≈0.368)：非振盪(non-oscillatory)，並會指數型沉寂

(exponential damping)； 

(2) 1/e ≤ C (=λT)< π/2 (≈1.571)：振盪(oscillatory)，但會沉寂； 

(3) C (=λT) = π/2：振盪，且有常數振幅(constant amplitude)； 

(4) C (=λT) > π/2：振盪，且振幅擴大(increasing amplitude)。 
 

圖 4.1.1 為等速行駛的前後兩車，頭車先減速再加速至原車速後保持等速，

後車依式(4-1-2)的跟車原則來行駛，其兩車的車間程變化。由圖知，其車間程的

變化與上示數值分析的結果一致。 
 
 
 

 

圖 4.1.1 跟車之局部安定性(兩車車間程的變化) 
資料來源：R. Herman; E. W. Montroll; R. B. Potts; R. W. Rothery, “Traffic Dynamics: Analysis of 
Stability in Car Following,” Operations Research 7(1), 1959. 
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4.1.2 車隊跟車的漸近安定性 

現考慮由一串車輛組成的車隊的跟車行為，假設各車均遵循式(4-1-1)來跟

車，其整體車隊的行為，決定於頭車的車速 u0(t)，及兩個參數λ、T，求解目的

係瞭解車流內的擾動會沉寂抑或擴大。車隊中各車的車速變化可透過傅利葉轉換

(Fourier transform)改成常數加振盪(頻率 ω 與振幅 fn)，以分析其漸近安定性

(Chandler, Herman, Montroll, 1958)： 

頭車： u0(t)=a0 + f0 eiwt  
後車： un(t)=a0 + fn eiwt  

傅利葉函數轉換後的跟車模式變為： 

),,,(
0 ),,,()( nTi

n enTFatu λωλω Ω+=  (4-1-3) 

式(4-1-3)的振幅因子(amplitude factor) F 為： 
2/2

)sin(21),,,(
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⎥
⎦
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⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ω
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ω

λ
ωλω  (4-1-4) 

而振幅會隨 n 的增加而減少的條件為： 

)sin(2 Tω
λ
ω
>  (4-1-5) 

要求振動頻率低，會嚴格限制λ參數值。ω→0 時，λ須滿足下列不等式： 

[ ])sin(/)(lim
2
1

0 TTT ωωλ ω→<  (4-1-6) 

式(4-1-6)右側的值，在車輛運動物理上的合理範圍約為 0.5~0.52。 
綜合言之，Chandler, Herman, Montroll(1958)獲得的車隊漸近安定條件為： 

(1) C=λT <1/2：車隊會漸近安定； 

(2) C=λT =1/2：車隊會振盪，但前後兩車的車間程變化會以指數型式迅速沉

寂，而頭車行動的振盪會以λ-1 秒/車的速度向後續各車傳遞，與反應時間

T 無關； 

(3) C=λT >1/2：連續兩車的車間程會振盪且振幅會擴大，最終在車隊的某處必

會發生追撞。 
 
圖 4.1.2 係檢驗車隊漸近安定的範例(C=λT=0.8×2.0=1.6)，其內容為： 

(1) 一隊 9 輛車，起始時等速行駛，且車與車之間程均為 12 公尺； 
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(2) 頭車先減速再加速至原車速後保持等速不變； 

(3) 後續各車經一段反應時間 T (=2.0 秒)後，會跟著前車作反應。但車間程的

振盪幅度會擴大，至第 7,8 車時發生追撞。 
 
 

 
圖 4.1.2 車隊的漸近安定性檢驗範例(非漸近安定) 

資料來源：R. Herman; E. W. Montroll; R. B. Potts; R. W. Rothery, “Traffic Dynamics: Analysis of 
Stability in Car Following,” Operations Research 7(1), 1959. 
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4.2 各種線性跟車模式及其安定性 

考慮一串同質車輛跟隨前車魚貫行進的狀況。令任一時間 t 作用在第 n 車的

加速力，係與其車速 un(t)、前後兩車的車速差 un-1(τ)-un(τ) (τ ≤ t)、兩車之車間程

yn(τ)等有關。假設車的質量為 M，則其運動公式可寫成： 

M dun(t)/dt=F{un(t)；f1[un-1(τ)-un(τ)]；f2[yn(τ)]} (4-2-1) 

式(4-2-1)基本上係一牛頓第二定律公式(f=ma)，是一個力的公式，因係反應

外來刺激而產生的力，故可稱為反應力，然而過去並無資料可用以定式出公式中

F 函數的組成。 
Chandler, Herman, Montroll (1958) 從自動控制(servo- mechanism)角度，視駕

駛行為係某種自動控制機制的產物，提出 F 函數的各種定式(均為線性)，包括等

比控制-無反應延遲、等比控制-有反應延遲、等車間程、加州跟車規範等，並以

數學解析其安定性，本節將重點回顧之。值得說明者，本節的安定性均指一串車

輛跟車行為的漸近安定性，並不討論較為簡單的、兩輛車之間的局部安定性。 

4.2.1 等比控制-無反應延遲 

如反應力與前後兩車瞬間的車速差成等比，此即自動控制理論中所謂的等比

控制(proportionate control)。每輛車質量均為 M，共 N 輛均質車的車隊，其等比

控制的運動公式可寫成： 

M dun/dt=λ (un-1-un),   (n=1,2,.., N) (4-2-2a) 

其中，λ係自動控制理論中的增益因子(gain factor)，係用以放大或縮小外來訊號

的乘數，亦係相關研究所謂的跟車敏感度(sensitivity)。上式說明，如某時間前車

開得比後車快，則後車會在同一瞬間施予加速力跟上，反之亦然(假設加速與減

速的敏感度相同)。 
線性模式的安定性問題可透過對式(4-2-2a)的傅利葉轉換求解。假設頭車的

速度 u0(t)的變化型式係呈頻率為ω的單長波(monochromatic)型式： 

tietu ω=)(0  (4-2-2b) 

車隊中任一輛車的速度 un(t)亦比照式(4-2-2b)方式辦理，如下式：  

ti
nn eftu ω=)( ，   f0=1 (4-2-2c) 
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將式(4-2-2c)代入式(4-2-2a)得： 

nnn fffMi
−= −1λ

ω  

因此： 0)1( fMif n
n

−+=
λ
ω   

以及： ]})1(cos[exp{)1()( 2/1
2

22
12/

2

22
−−− +−+=

λ
ωω

λ
ω MntiMtu n

n  

 
上式說明，對所有頻率、質量及敏感度言，跟車車輛速度變化的振幅會隨車

隊內車輛序數 n 的增加而降低。亦即，任何狀況下，瞬間等比控制是安定的。 

4.2.2 等比控制-有反應延遲 

式(4-2-2a)可納入反應延遲(response lag)而改寫成： 

[ ])()(/)( 1 Δ−−Δ−= − tutudttMdu nnn λ  (4-2-3a) 

如前，令： tietu ω=)(0 ，並將式(4-2-2c)代入式(4-2-3a)，可得： 

nnn
i fffeMi −= −
Δ

1)/( ωλω  (4-2-3b)

  
或者，令 )2/( λμ M= ，得： 

nnn
i fffei −= −
Δ

12 ωμω  (4-2-3c) 

因此： 0)21( feif ni
n

−Δ+= ωμω   

以及： 2/22 )sin441()( n
n tu −Δ−+= ωμωωμ  

]})sin441(cos[exp{ 2/1221 −− Δ−+−× ωμωωμω nti  (4-2-3d) 

由上式知，振幅因子將隨 n 增加而降低的條件為： 

1sin441 22 >Δ−+ ωμωωμ  

亦即： ωμω Δ> sin   
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低頻會造成敏感度最大的限制，當ω→0，λ必須滿足下列不等式： 

)2/( Δ< Mλ ，或  

)2/1(M<Δλ  (4-2-3e) 

由式(4-2-3e)知，跟車模式要安定(多車的漸近安定)的條件是敏感度與反應延遲時

間的乘積，要小於 1/2。值得說明者，式(4-2-3a)等於式(4-1-1)，而其安定性分析

的結果亦相同。 

4.2.3 等車間程 

如駕駛者的跟車法則係嘗試與前車維持固定的車間程(constant spacing)，亦

即在擾動發生時，按當時車間程與其要求值的偏離量來調節其加速度，則就算其

反應沒有延遲，此種控制方式亦不安定，以下分析說明之。 
採用此種駕駛方式的一串車輛其行進的公式可寫成： 

][ 12

2

nn
n xxK

dt
xd

M −= −  (4-2-4a) 

同樣假設： tietx ω=)(0  (以相對速度為刺激項時, tietu ω=)(0 ) 

以及： ti
nn eftx ω=)(  

則： )( 1
2

nnn ffKfM −=− −ω  

因而： 0
21 )1( fMKf n

n
−−−= ω  

或者： tin
n eMKtx ωω −−−= )1()( 21  (4-2-4b) 

由上式知，對任何ω值，當下列條件存在時會產生共振(resonance)，致兩車車間

程的擾動會不斷擴大： 

2/1)/( MK=ω  (4-2-4c) 

此種狀態相當重要，尖峰時間，在高速公路上常看得見一串車輛無視車速大小，

以很小的間程緊隨前車急駛。此時只要某輛車稍有擾動，致與前後車輛的間程有

了變化，則只要車隊夠長(一串跟車車輛的車數夠多)，因其擾動會向後不斷擴

大，因此最後必會產生追撞事故。 
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4.2.4 加州安全跟車規範 

所謂加州規範(California code)即「車速增加 10 英哩/小時 (=14.67 英呎/秒)
就增加一個車長(約 15 英呎)的跟車距」，此一規範隱含： 

xn-1=xn+b+Ln+Tvn (4-2-5a) 

其中，b 為停止時的標準車間隙(gap)，Ln 表第 n 車的車長(b+Ln 即為車間程

spacing)，T 為依加州規範推算得的時間常數(T≅15 英呎/(14.67 英呎/秒) ≅1 秒)，
假設 Ln 對所有車輛均為常數(Ln=s-b, s 為車間程 spacing)，則上式可寫成： 

xn-1=xn+s+Tvn (4-2-5b) 

頭車(第 n-1 車)行徑的變化，透過反應延遲，會導致式(4-2-5b)被破壞，如： 

0)()( 1 >−−−= − tTvsxxt nnnnδ   

則第 n 車駕駛將加速以恢復式(4-2-5b)的等式(上式如<0，即採減速)，假設任何時

間均有與δn(t-Δ)等比的力量加諸於第 n 車，則一串車的車隊運動公式可寫成： 

]/)()()([ 12

2

dttTdxstxtxK
dt

xdM nnn
n Δ−−−Δ−−Δ−= −  (4-2-5c) 

如令 1' −−= stTxx nn ，則常數 s 可消除，代入上式後得： 

]/)(')(')('[
'

12

2

dttTdxtxtxK
dt

xd
M nnn

n Δ−−Δ−−Δ−= −  (4-2-5d) 

一如從前，欲瞭解是否安定，可令 t
nn eftx ω1)(' = ，則： 

ni
n eMKTif −Δ−−+= )1( 21 ωωω  (4-2-5e) 

由式(4-2-5e)知，跟車安定性的準則為： 

]sin[cos2)( 1212 Δ+Δ>+ −− ωωωω TMKMKT  (4-2-5f) 

在低頻條件下，即ω→0 時： 

KMT /22 >  (4-2-5g) 

亦即只要維持式(4-2-5g)成立，即可確保任何頻率下均為安定，且與反應延遲Δ
無關。 

不等式 KMT /22 > 可解釋成，只要常數 T 很大(因加速而加碼的距離乘數)，
則不論敏感度 K 值為何，均有安定性，因為大的 T 值隱含車間程更大、更保守。 
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4.2.5 線性跟車模式安定性的綜合檢討 

由前述各小節的分析回顧，關於線性跟車模式的安定性可綜合整理成表

4-2-1，說明如下： 

(1) 如跟車的加減速係以兩車的車速差來調整，也就是後車會想辦法與前車保

持相同車速，則無反應延遲時，車流在任何狀況均是安定的；有反應延遲

時，只要敏感係數與反應延遲的乘積小於 1/2，車流仍會安定。 

(2) 如跟車的加減速係以兩車的車間程來調整，也就是後車會想辦法與前車保

持相同間隔，則即便反應無延遲，車流亦不安定。 

(3) 如跟車的加減速係以兩車的車間程及車速加碼(每增加 10 英哩/小時，就加

1 個車身長)來調整時，在有反應延遲狀況下，車流仍會安定，且加碼愈多，

愈安定(例如每增 10 英哩/小時改加 2 個車身長，比加 1 個車身長者更安

定)。如沒有車速加碼，則會退化成以兩車的車間程來調整的狀況，車流

會不安定。 
 

表 4-2-1 各種線性跟車模式定式與安定性分析結果  

F 定式 公式 安定條件 

等比控制 
無反應延遲 M dun/dt=λ (un-1-un), 任何狀況均安定。 

等比控制 
有反應延遲 

[ ])()(/)( 1 tutudtTtMdu nnn −=+ −λ  λT < M/2 

等車間程 ][ 12

2

nn
n xxK

dt
xd

M −= −  
2/1)/( MK=ω 時均會產生共振，致

車與車的車間程的擾動會擴大。 

加州規範 =2

2

dt
xdM n  

]/)()()([ 1 dttTdxctxtxK nnn Δ−−−Δ−−Δ−−

T 2 > 2M/K 
T 愈大愈安定。T 為每增加 10mph
的安全間距增量(換算成時間)；T=0
時退化成 2/1)/( MK=ω 。 
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4.3 線性跟車模式安定性模擬分析 

本節針對 4.2.2 節等比控制-有反應延遲的線性跟車模式，以模擬的方式重建

其局部與漸近安定性條件，除再次驗證數學解外，主要的目的是找出模擬作業的

標準，供後續模擬非線性跟車模式時的參考。線性跟車模式定式及其對映的巨觀

水流模式定式如下： 

微觀跟車模式： [ ])()()( 11 txtxTtx nnn ++ −=+ &&&& λ  

巨觀車流模式：
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

jk
kqq 1max  

其中 ： λ=qmax/3600 

4.3.1 線性跟車模式的局部安定性 

由 4.1 節的回顧說明知，等比控制-有反應延遲的線性跟車模式，其局部安定

性條件的解析解為(Herman, Montroll, Potts, Rothery, 1959)： 

(1) 0 ≤ C (=λT) < 1/e (≈0.368)：非振盪，並會指數型沉寂； 

(2) 1/e ≤ C (=λT)<π/2 (≈1.571)：振盪，但會指數型沉寂； 

(3) C (=λT) = π/2：振盪，惟振幅為常數； 

(4) C (=λT) > π/2：振盪，且振幅會擴大。 

本節即針對上示解析解以模擬的方式進行測試，以驗證各種(λ,T)組合下，線

性跟車模式的安定性。本模擬測試的設定如表 4-3-1 所示，如令線性微觀跟車模

式的參數λ=π/4=0.7861，則反應時間設為 1, 2, 3 秒時，可得 C=π/4、π/2、3π/4，
故令 qmax=3600×λ=2830 車/小時。模擬起始值同樣先設定 k 值，依指定的巨觀水

流模式換算出對應的 q, ue 值(ue=q/k)，再將單位轉換成秒、公尺後，得跟車模擬

的起始車間程與車速值。此外，頭車加速度 a 設為±4 公尺/秒 2，後車只有一輛

參與跟車。 
 

表 4-3-1 線性跟車模式局部安定性模擬的各項設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

qmax= 2830 車/小時 λ=π/4= 0.7861 1/秒 參數

設定 kj= 140 車/公里 反應延時 T = 1,2,3 秒 

k= 30 車/公里 車間程 s= 33.3 公尺 
q= 2224 車/小時 車速 ve = 20.6 公尺/秒 

起始 
設定 

ue= 74.1 公里/小時 加速度 a = ±4 公尺/秒 2 
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模擬結果如圖 4.3.1 所示，由圖可清楚看出，跟車安定性條件與 Herman, 
Montroll, Potts, Rothery (1959)以數學理論分析所得者相同。另可繪成時空軌跡

圖，如圖 4.3.2 所示。所謂安定，就是會恢復未擾動前的車間程，而 C=λT 分別

為π/4、π/2、3π/4 者，其車間程曾出現相當小(兩車相當接近)的狀態，但由圖知： 

(1) C=π/4=0.786 的車間程會振盪但迅速沈寂，很快恢復安定； 

(2) C=π/2=1.571 的車間程會等幅振盪，永不安定； 

(3) C=3π/4=2.358>1.57 的車間程會振盪，且無限擴大。 
 
 

加速度 速度 

 
1.加速度與速度圖中，藍線均代表頭車，紅線均代表後車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為(秒)；縱座標，加速度圖者為(公尺/秒 2)，速度圖者為(公尺/秒)。 

圖 4.3.1 線性跟車模式局部安定性模擬結果 
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786.04/ === πλTC

358.2== TC λ

572.12/ === πλTC

 
圖 4.3.2 線性跟車模式局部安定性模擬結果車軌跡圖 

 

4.3.2 線性跟車模式的漸近安定性 

由 4.2 節的回顧說明知，等比控制-有反應延遲的線性跟車模式，其車隊漸近

安定性條件的解析解為(Herman, Montroll, Potts, Rothery, 1959)： 

(1) C=λT <1/2：車隊會漸近安定，亦即振盪的振幅會隨向後傳遞的車次逐次縮

減，兩兩車輛間的跟車振盪則以指數型式迅速沉寂； 

(2) C=λT =1/2：車隊會振盪，其振幅在向後傳遞時保持不變，惟兩兩車輛間的

跟車振盪仍以指數型式迅速沉寂(因仍小於π/2)； 

(3) C=λT >1/2：車隊內的車間程會振盪，且其振幅會隨向後傳遞的車次不斷擴

大，惟只要 C 小於π/2，兩兩車輛間的跟車振盪仍會以指數型式迅速沉寂。 
 
本節即針對上示條件進行模擬測試，以驗證各種(λ,T)的組合下，線性跟車模

式的車隊漸近安定性。 

1.漸近安定理論條件的驗證－對映固定的巨觀水流模式(λ固定) 
本模擬係固定λ來測試 T 對安定性的影響，設定條件如表 4-3-2 所示。模擬

是假設在不能變換車道的單車道路段進行，含頭車前後共 20 輛車參與跟車。對

映的巨觀水流模式固定，參數為 qmax=1800 車/小時、kj=140 車/公里。起始值是

先設定 k=40 車/公里，依指定的巨觀水流模式換算出對應 u(=32.1 公里/小時)，再

將單位轉換成秒、公尺後，得微觀跟車模擬的起始車間程(=25 公尺)與車速(=8.9
公尺/秒)。此外，線性微觀跟車模式的參數λ設為固定的 0.5，以對應固定的 qmax 
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(λ=qmax/3600)，跟車的反應時間 T 設為 0.8, 1, 1.2 秒，可得 C=λT=0.4, 0.5, 0.6 三

種狀態，頭車的加速度 a 設為±2 公尺/秒 2。 
 

表 4-3-2 線性跟車模式漸近安定性模擬的各項設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

qmax= 1800 車/小時 λ= 0.5 1/秒 參數

設定 kj= 140 車/公里 反應時間 T = 0.8,1,1.2 秒 

k= 40 車/公里 車間程 s = 25 公尺 
q= 1286 車/小時 車速 ve = 8.9  公尺/秒 

起始 
設定 

ue = 32.1 公里/小時 加速度 a = ±2 公尺/秒 2 

 
模擬結果如圖 4.3.3 所示，由圖知，線性微觀跟車模式的車流漸近安定性條

件與 Herman, Montroll, Potts, Rothery, (1959)的解析解完全相符；模擬結果另可繪

成時空軌跡圖，如圖 4.3.4 所示。茲綜合分析說明如下： 

(1) C=λT=0.4<1/2 時，車隊內各車的加速度與速度變化幅度，在由前車傳遞至

後車的過程係逐漸縮小，同一輛車跟隨前車加速度與速度的振盪則係迅速

沈寂；而由各車的時空軌跡可看出，頭車的些微擾動(先減速再加速)，在

向後傳遞 10 輛車後就幾乎消失，整體車流很快就恢復安定。 

(2) C=λT=0.5=1/2 時，車隊內各車的加速度與速度變化幅度，在由前車傳遞至

後車的過程中振幅只略為縮小，大致維持不變，惟同一輛車跟車反應的振

盪則仍係迅速沈寂；而由各車的時空軌跡可看出，頭車的些微擾動向後傳

遞至第 20 輛車仍未消失，惟整體車流很快就恢復安定。 

(3) C=λT=0.6>1/2 時，車隊內各車的加速度與速度變化幅度，在由前車傳遞至

後車的過程中有明顯擴大，導致傳至第 8 輛車以後的車速已出現不合理負

值的問題，惟同一輛車跟車反應的振盪則仍係快速遞減(要在 C>π/2=1.57
時才會無限擴大)；而由各車的時空軌跡可看出，頭車的些微擾動向後傳

遞至第 20 輛車時不但未見消失，反而是更加擴大，且最後幾輛車的車行

軌跡明顯出現向後退(車速為負)的不合理結果。 
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加速度 速度 

1.加速度與速度圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標，加速度圖為(公尺/秒 2)；速度圖為(公尺/秒)。 

圖 4.3.3 線性跟車模式漸近安定性模擬結果 
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1.圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標均為位置(公尺)。 

圖 4.3.4 線性跟車模式漸近安定性模擬結果車軌跡圖 
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2.反應時間 T 及最大允許加速度對車流的影響－對映固定的巨觀模式 
本模擬係固定λ來測試 T 與最大允許加速度對安定性的影響，設定條件如表

4-3-3 所示。模擬是假設在不能變換車道的單車道路段進行，含頭車前後共 20 輛

車參與跟車。對映的巨觀水流模式設為固定，參數為 qmax=1800 車/小時、kj=140
車/公里。起始值是先設定 k=10,40,70,100,130 車/公里，依指定的巨觀水流模式換

算出分別對應的 ue，再將單位轉換成秒、公尺後，得微觀跟車模擬的起始車間程

s 與車速 v。此外，線性微觀跟車模式的參數λ設為固定的 0.5，以對應固定的

qmax(λ=qmax/3600)，跟車的反應時間設為0.1, 0.5, 0.8, 0.9, 1, 1.2秒，可得C=λT=0.05, 
0.25, 0.4, 0.45, 0.5, 0.6, 1 等 7 種狀態。 

各模擬中，頭車的行動均係先維持等速 1 秒鐘，然後以等減速率減速 4 秒鐘，

維持等速 1 秒鐘後，再以等加速率加速 4 秒鐘，而等加、減速率的絕對值相等，

模擬欲尋求其最大允許值，在該最大值下，頭車可以減速至完全停止，但不會出

現負速率。 
 
 

表 4-3-3 線性跟車模式受 T 及最大允許加速度影響模擬的各項設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

qmax=1800 車/小時 λ=0.5 1/秒
參數設定 

kj=140 車/公里 反應時間 T =0.1,0.5,0.8,0.9,1,1.2 秒

起始設定 k=10,40,70,100,130 車/公里 車間程 s =100, 25, 14.3, 10, 7.7 公尺

 
 
模擬結果如表 4-3-4 與圖 4.3.5 所示，茲分析說明如下： 

(1) 當 C=λT ≤ 1/2 時，車隊是安定的。頭車最大允許加減速度隨跟車間程(車
密度)的減小而降低，但不受後車跟車反應時間 T 的影響，亦即相同 k (或
s)值下，T=0.1 至 T=1，其最大允許加減速度均相同。事實上，表中最大允

許加減速度 a 與跟車起始均衡車速 v 及模擬設定的頭車減速時間 t(固定為

4 秒)間之關係可寫成運動公式：0 = v - a×t。 

(2) 當 C=λT > 1/2 時，車隊是不安定的。頭車最大允許加減速度絕對值隨跟車

反應時間 T 的加長而明顯縮短，甚而減為 0，且整條車隊的加速度及車速

的振幅均隨向後傳遞車次數不斷擴大，明顯呈不安定的狀態，如圖 4.3.5
所示。更重要的是，即便將加減速度降低至接近 0，例如 T=1.2，k=10 的

狀況，將其最大允許加速度由 7.98 降為 0.000000001，上述振幅隨向後傳

遞車次數不斷擴大的不安定狀態並不會改變。 
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表 4-3-4 線性跟車模式各種密度(k)下的最大允許加速度 

T=0.1 T=0.5 T=0.8 T=0.9 T=1 T=1.2 T=2 
k s v 

C=0.05 C=0.25 C=0.4 C=0.45 C=0.5 C=0.6 C=1 
10 100 46.4 11.61 11.61 11.61 11.61 11.61 7.98  0.000142
40 25 8.9 2.23 2.23 2.23 2.23 2.23 1.54  0.000027
70 14.3 3.6 0.89 0.89 0.89 0.89 0.89 0.61  0.000011

100 10 1.4 0.36 0.36 0.36 0.36 0.36 0.25  0.000004
130 7.7 0.3 0.07 0.07 0.07 0.07 0.07 0.05  0.000001
註：單位 k 為「車/公里」；s 為「公尺」；v 為「公尺/秒」；T 為「秒」。 

 
 
 

加速度 速度 

1.加速度與速度圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標，加速度圖為(公尺/秒 2)；速度圖為(公尺/秒)。 

圖 4.3.5 線性跟車模式最大允許加速度模擬結果(λ=1/2,k=70) 
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3.符合漸近安定下，反應時間 T 對車流的影響－對映不同的巨觀模式 
前節模擬結果已驗證線性跟車模式在多車狀態下能維持漸近安定的條件為

C=λT≤1/2，本節進一步以 C=1/2，不同(λ,T)的組合，來模擬分析反應時間 T 對整

體車流的影響。本模擬測試的設定如表 4-3-5 所示。模擬同樣是假設在不能變換

車道的單車道路段進行，含頭車共 20 輛車參與跟車。 
 

表 4-3-5 漸近安定下線性跟車模式不同 T 的各項模擬設定 
項目 對映的巨觀水流模式 線性微觀跟車模式 

qmax= 3600×λ 車/小時 λ= 5 1 0.5 0.25 1/秒 參數

設定 kj= 140 車/公里 反應時間 T = 0.1 0.5 1 2 秒 

k= 40 車/公里 車間程 s = 25 25 25 25 公尺 
q=qmax×(1-k/kj) 車/小時 加速度 a = ±22 ±4.4 ±2.2 ±1.1 公尺/秒 2起始 

設定 
ue=q/k  車/公里 車速 v = 89.3 17.9 8.9 4.46 公尺/秒

 c=dq/dk  車/公里 波速 c =-35.71 -7.14 -3.57 -1.79  
 
對映的巨觀水流模式之參數 kj 設定為 140 車/公里，qmax=3600×λ車/小時，起

始值是先設定 k=40 車/公里，依指定的巨觀水流模式換算出對應 ue，再將單位轉

換成秒、公尺後，得微觀跟車模擬的起始車間程與車速，如圖 4.3.6 所示。由表

4-3-5 知，線性微觀跟車模式的參數λ設為 5,1,0.5,0.25，在 C=λT=1/2 的限制下，

對應得 T 值為 0.1,0.5,1,2 秒。 
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圖 4.3.6 漸近安定下線性跟車模式不同 T 的模擬起始設定 



 

4-20

各模擬中，頭車的行動均係先維持等速 1 秒鐘，然後以等減速率減速 4 秒鐘，

維持等速 1 秒鐘後，再以等加速率加速 4 秒鐘，而等加減速率的絕對值相等，其

減速率值設定為令頭車可以減速至完全停止，但不出會出現負速率。 
線性巨觀模式之車波速 c 不論 k 值為何均為一常數，公式為： 

c = dq/dk = - qmax/kj (4-3-1) 

λ設為 5, 1, 0.5, 0.25，即 qmax=3600×λ =18000, 3600, 1800, 900 車/小時，在

kj=140 車/公里固定下，其各模式對應的車波速分別為-128.6, -25.71, -12.86, -6.429 
公里/小時，微觀單位即為-35.71, -7.14, -3.57, -1.79 公尺/秒，亦即輕微擾動的傳

遞均是逆車流方向的向後運動。 
起始密度 k 固定，不同反應時間 T 模擬結果的加速度與速度變化如圖 4.3.7

所示，時空軌跡圖如圖 4.3.8 所示，由圖知： 

(1) 雖然不同λ對映不同的巨觀水流模式，惟在 C=1/2 的條件下，即便(λ,T)不
同，整體車流仍均保持漸近安定，亦即整條車隊加減速及車速的振幅均隨

向後傳遞車次數的增加而縮減，或至少維持不變。 

(2) 在車流可保持漸近安定的前提下，跟車反應時間 T 愈長，前車些微擾動向

後傳遞的振盪時間就愈長，例如 T=0.1 秒者，其擾動在 20 秒內即已完全

沈寂，但 T=2.0 秒者，其擾動在 100 秒後仍未完全沈寂。惟不論反應時間

長短，各模式加速度與速度變化的振幅均會隨向後傳遞車次數的增加而減

小。 

(3) 在車流可保持漸近安定的前提下，前車些微擾動的傳遞運動，亦即車波軌

跡，模擬結果與由巨觀車流公式(式(4-3-1))估算者完全符合。 
 

由於線性跟車模式對應的巨觀車流 q-k 模式亦為線性，其車波速(c=dq/dk)恆
為一固定值，以 T=0.1 秒，λ=5/秒，qmax=18000 車/小時，kj=140 車/公里的線性

巨觀水流模式而言，其車波速恆為 c=-35.714 公尺/秒，亦即不論車流是否壅塞，

車波恆向後傳遞。現以反應時間固定為 T=0.1 秒，進行不同密度 k 的模擬，結果

的時空軌跡圖如圖 4.3.9 所示，由圖可清楚驗證不同密度的車波速均相同(三張圖

的波軌跡平行)。 
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加速度 速度 

1.加速度與速度圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標，加速度圖為(公尺/秒 2)；速度圖為(公尺/秒)。 

圖 4.3.7 漸近安定下不同 T 線性跟車模式模擬結果(k=40) 
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1.加速度與速度圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標均為位置(公尺)。 
3.各圖上由左向右下的斜線為車波線軌跡。 

圖 4.3.8 漸近安定下不同 T 線性跟車模式模擬結果車軌跡圖(k=40) 
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1.加速度與速度圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標均為位置(公尺)。 
3.各圖上由左向右下的斜線為車波線軌跡。 
圖 4.3.9 漸近安定下線性跟車模式不同 k 模擬結果車波軌跡圖 
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4.3.3 線性跟車模式安定性分析小結 

由本節的分析，可獲得以下重要的結果： 

(1) 兩車跟車具備局部安定性的條件是 C (=λT) ≤ π/2，在此條件下，後車因應

前車些微擾動所作的加減速反應，其振盪會很快的沉寂。 

(2) 多車跟車具備漸近安定性的條件是 C (=λT) ≤ 1/2，在此條件下，後續各車

因應頭車些微擾動所作的加減速反應與車速的變化，其振盪幅度會隨由頭

車向後傳遞的車次數逐次縮減，而所有後車本身的車速振盪，因均符合局

部安定性條件(小於π/2)，故均會很快的沉寂。 

(3) 微觀跟車模擬，除起始條件必須審慎設定外，擾動的設計亦須有一定的規

範，否則將出現模擬上可行但實務上不合理的狀況。最常見的是加減速率

的大小及加減速時間的長短，在不當設計下很容易出現車速為負的結果。

惟由線性跟車模式的微觀跟車模擬結果知，在滿足 C ≤ 1/2 的漸近安定性

條件下，則只要頭車的車速維持非負(即令起始車速 v、加減速度 a 及減速

延時 t 滿足 v≥at 條件)，模擬的最大允許加減速 a 即不受跟車反應時間 T
的影響，此一重大的發現，可作為後續非線性跟車模式模擬分析安定性的

參考。 

(4) 由於車流符合漸近安定時，擾動向後傳遞的振盪規模會遞減，因此後續在

分析非線性跟車模式的安定性時，須同時檢查頭車的車速是否維持非負

(確保模擬的設計合理)，以及擾動向後傳遞的振盪規模是否會遞減(安定性

條件)。 

(5) 透過微觀跟車模擬，可以在均衡車流中製造出些微的擾動，來觀察擾動(車
波)的傳遞。車波的軌跡一般係無法觀察的，但由前節透過擾動的強化(令
行進中的車輛減速至停止後立即加回原車速)，已模擬出車波的行進軌跡。 

4.4 非線性微觀跟車模式安定性模擬分析 

本節以 Greenshields 巨觀水流模式對映的非線性跟車模式，以模擬的方式找

出其漸近安定性條件。由前節的分析知，整體車流的漸近安定性條件，遠較只有

兩輛車的局部安定性嚴格，故本節不再對非線性跟車模式進行局部安定性的模擬

分析。 
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4.4.1 非線性跟車模式的漸近安定性 

Greenshields 巨觀水流模式及其對映的非線性微觀跟車模式定式如下： 

微觀跟車模式 ： [ ]
[ ])()(

)()(
)( 12

1

0,2
1 txtx

txtx
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nn
n +

+
+ −

−
=+ &&&&
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巨觀水流模式 ： 
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−=

j
f k

kkuq 1  

其中 ： λ2,0=uf/kj 
 

本模擬測試的設定如表 4-4-1 所示。模擬是假設在不能變換車道的單車道路

段進行，含頭車前後共 20 輛車參與跟車。對映的巨觀水流模式固定，參數為 uf=80
車/小時、kj=140 車/公里。起始值是先設定 k (如 10, 40, 70, 100, 130 車/公里)，依

指定的巨觀水流模式換算出分別對應的 ue=uf(1-k/kj)，再將單位轉換成秒、公尺

後，得微觀跟車模擬的起始車間程與車速。此外，其對應的微觀跟車模式的參數

λ2,0 依公式設為固定的 158.7 公尺 2/秒，跟車的反應時間 T 設為 0.1, 0.3, 0.5, 1, 2, 3
秒等 6 種狀態。 

各模擬中，頭車的行動均係先維持等速 1 秒鐘，然後以等減速率減速 4 秒鐘，

維持等速 1 秒鐘後，再以等加速率加速 4 秒鐘，而等加減速率的絕對值相等，其

值是模擬欲尋求的最大允許值，在該最大值下，前後共 20 輛車的速度在模擬 100
秒下仍能保持正值，不出會出現負速率。 
 

表 4-4-1 非線性跟車模式漸近安定性模擬的各項設定 
項目 對映的巨觀水流模式 非線性微觀跟車模式 

uf= 80 公里/小時 λ2,0=158.7 公尺 2/秒 
參數設定 

kj=140 車/公里 T=0.1,0.5,0.8,0.9, 1,1.2 秒 

 k 車/公里 s=1000/k 公尺 
起始設定 

 ue=uf(1-k/kj) 公里/小時 v= ue×1000/3600 公尺/秒 

 
前節分析線性跟車模式的漸近安定性(對映固定的巨觀水流模式)時，發現結

果只有兩種情形，即 C=λT ≤ 1/2 者安定，C=λT > 1/2 者不安定。而所謂安定，是

指車速變化的振盪隨向後傳遞的車次而依序縮減，所謂不安定者則係依序擴大，

而且只要是不安定，不論加減速的規模如何縮減，均不改變振盪向後傳遞時不斷

擴大的狀況。簡言之，此種模式的特性相當簡單。非線性跟車模式的漸近安定性

就相當複雜，模擬結果如圖 4.4.1 與表 4-4-2 所示，其至少出現三種模擬結果，

茲分析說明如下： 
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(1) 狀況 1 (安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在頭車，然後就隨向後傳

遞的車次而依序縮減； 

(2) 狀況 2 (不安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在 20 輛車的中間(頭車

以後，尾車之前)； 

(3) 狀況 3 (不安定)：車速變化的振盪隨向後傳遞的車次而依序擴大，即振盪

的最大幅度是發生在第 20 輛車。 
 
由於除狀況1之外，其餘上述兩種狀況均會發生頭車安全煞停將導致後車(某

輛)追撞前車，或者後車的車速因劇烈加減速而出現負值的不合理結果，簡單的

說，只要模擬跟車的車數無限增加下去，整條車流必是不安定的。但經模擬分析

發現，只要縮小頭車加減速的規模(亦即縮小車流內部擾動的規模)，原屬狀況 2
與狀況 3 的不安定，卻可能變為安定，換言之，非線性跟車模式的安定性，會受

頭車加減速規模的影響，這是與線性跟車模式最大的不同。由此亦可瞭解，非線

性跟車模式確實相當複雜，甚難以理論求其解析解來設定其漸近安定性的條件。 
 
 

加速率 速率 

1.加速率與速率圖中，粗藍線均代表頭車，粗紅線均代表最後一輛車(跟車者)。 
2.各圖的橫座標均為時間(秒)；縱座標，加速度圖者為(公尺/秒 2)；速度圖者為(公尺/秒)。 

圖 4.4.1 非線性跟車模式漸近安定性三種模擬結果 
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表 4-4-2 非線性跟車模式在各種密度(k)下的最大允許加速度 
密度 最大允許反應時間 T (秒) 
(k) 0.1 0.3 0.5 1 2 3 
0 5.50 5.50 5.50 5.50 5.50 5.50 
5 5.35 5.35 5.35 5.35 5.35 5.35 
10 5.15 5.15 5.15 5.15 5.10 4.87 
15 4.96 4.96 4.72 4.09 3.52 3.21 
20 4.76 4.47 4.01 3.34 2.61 2.13 
25 4.56 4.18 3.63 2.83 1.88 1.33 
30 4.36 3.99 3.43 2.33 1.27 0.66 
35 4.16 3.77 3.02 1.86 0.73 0.20 
40 3.96 3.49 2.71 1.42 0.34 0.01 
45 3.77 3.25 2.37 1.02 0.13 0.00 
50 3.57 2.99 2.04 0.66 0.00 0.00 
55 3.37 2.72 1.71 0.39 0.00 0.00 
60 3.17 2.47 1.37 0.23 0.00 0.00 
65 2.97 2.21 1.04 0.12 0.00 0.00 
70 2.77 1.95 0.78 0.03 0.00 0.00 
75 2.58 1.68 0.59 0.00 0.00 0.00 
80 2.38 1.41 0.46 0.00 0.00 0.00 
85 2.18 1.15 0.37 0.00 0.00 0.00 
90 1.98 0.95 0.28 0.00 0.00 0.00 
95 1.78 0.83 0.19 0.00 0.00 0.00 
100 1.59 0.75 0.03 0.00 0.00 0.00 
105 1.39 0.69 0.00 0.00 0.00 0.00 
110 1.19 0.58 0.00 0.00 0.00 0.00 
115 0.99 0.38 0.00 0.00 0.00 0.00 
120 0.79 0.23 0.00 0.00 0.00 0.00 
125 0.59 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 
130 0.40 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 
135 0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
140 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
註：1.單位：k 為「車/公里」；加速度為「公尺/秒 2」。 

2.表中有網底者(紫色)表找不到安定的狀況；紅色表車速變化的振盪隨向後傳遞

的車次而依序擴大，即振盪的最大幅度是發生在第 20 輛車；藍色表在車速變化

振盪的最大幅度是發生在 20 輛車的中間；綠色表在車速變化振盪的最大幅度是

發生在前 3 輛；黑色表在車速變化的振盪是隨向後傳遞的車次而依序縮減。 
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表 4-4-2 中原屬狀況 2 與狀況 3 的不安定者，經將其頭車加減速度的規模縮

小後，再模擬(加減速度絕對值相同)找出符合漸近安定條件的加減速度，結果如

圖 4.4.2 與表 4-4-3 所示，茲說明如下： 

(1) 由圖與表知，不同反應時間 T 允許的最大加減速度(絕對值)並不一致，其

共同特性是最大允許加減速率(絕對值)隨密度增加而變小。 

(2) 反應時間 T 愈小，符合漸近安定適用的 k 值範圍就愈大，例如 T=0.1 秒可

適用各種密度(跟車間程)的狀況，而隨 T 值愈增大，符合漸近安定的適用

範圍變得愈小，至 T=3.0 秒時，密度 k>35 車/公里以上者均不適用，均找

不到輕微擾動下而仍能保持安定的加減速度值(加減速度須為 0)。 
 

 

圖 4.4.2 非線性跟車模式符合漸近安定條件最大允許加減速率 
 
 

表 4-4-3 係經上述分析綜合整理而得的非線性跟車模式符合漸近安定的條

件，由表 4-4-3 的右半欄 (C=(λ2,0/s2)×T) 知，符合漸近安定條件，不論 T 值為何，

均是 C=λ×T ≤1/2，λ=λ2,0/s2，與線性跟車模式的理論解析解一致。找出非線性跟

車模式的漸近安定條件，是本研究重大的發現與貢獻。 
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表 4-4-3 非線性跟車模式符合漸近安定的條件 
密度 最大允許加速度 C=(λ2,0/s2)×T 
(k) T=0.1 0.3 0.5 1 2 3 T=0.1 0.3 0.5 1 2 3 
0 5.50 5.50 5.50 5.50 5.50 5.50 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
5 5.35 5.35 5.35 5.35 5.35 5.35 0.000 0.001 0.002 0.004 0.008 0.012
10 5.15 5.15 5.15 5.15 5.10 4.87 0.002 0.005 0.008 0.016 0.032 0.048
15 4.96 4.96 4.72 4.09 3.52 3.21 0.004 0.011 0.018 0.036 0.071 0.107
20 4.76 4.47 4.01 3.34 2.61 2.13 0.006 0.019 0.032 0.063 0.127 0.190
25 4.56 4.18 3.63 2.60 1.88 1.33 0.010 0.030 0.050 0.099 0.198 0.298
30 4.36 3.99 3.10 2.00 1.27 0.66 0.014 0.043 0.071 0.143 0.286 0.429
35 4.16 3.77 2.50 1.60 0.73 0.00 0.019 0.058 0.097 0.194 0.389 0.583
40 3.96 3.40 2.20 1.10 0.18 0.00 0.025 0.076 0.127 0.254 0.499 0.762
45 3.77 2.90 1.80 0.80 0.00 0.00 0.032 0.096 0.161 0.321 0.643 0.964
50 3.57 2.40 1.55 0.50 0.00 0.00 0.040 0.119 0.198 0.397 0.794 1.190
55 3.37 2.10 1.30 0.22 0.00 0.00 0.048 0.144 0.240 0.480 0.960 1.440
60 3.17 1.90 1.05 0.00 0.00 0.00 0.057 0.171 0.286 0.571 1.143 1.714
65 2.97 1.60 0.85 0.00 0.00 0.00 0.067 0.201 0.335 0.671 1.341 2.012
70 2.77 1.40 0.55 0.00 0.00 0.00 0.078 0.233 0.389 0.778 1.556 2.333
75 2.58 1.20 0.25 0.00 0.00 0.00 0.089 0.268 0.446 0.893 1.786 2.679
80 2.38 0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.102 0.305 0.508 1.016 2.032 3.048
85 2.18 0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.115 0.344 0.573 1.147 2.294 3.440
90 1.98 0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.129 0.386 0.643 1.286 2.571 3.857
95 1.78 0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.143 0.430 0.716 1.433 2.865 4.298
100 1.59 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.159 0.476 0.794 1.587 3.175 4.762
105 1.39 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.175 0.525 0.875 1.750 3.500 5.250
110 1.19 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.192 0.576 0.960 1.921 3.841 5.762
115 0.99 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.210 0.630 1.050 2.099 4.198 6.298
120 0.79 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.229 0.686 1.143 2.286 4.571 6.857
125 0.59 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.248 0.744 1.240 2.480 4.960 7.440
130 0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.268 0.805 1.341 2.683 5.365 8.048
135 0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.289 0.868 1.446 2.893 5.786 8.679
140 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.311 0.933 1.556 3.111 6.222 9.333
註：1.單位：k 為「車/公里」；加速度為「公尺/秒 2」。 

2.表中紫色表找不到安定的減速率，須設為 0；黑色表在該減速率下是安定的，即車速變

化的振盪是隨向後傳遞的車次而依序縮減。 
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4.4.2 非線性跟車模式符合漸近安定性條件的 T-k 關係 

由前節的模擬分析知，非線性跟車模式的漸近安定性條件仍係 C ≤1/2，與線

性跟車模式的理論解析解一致。惟以 Greenshields 巨觀模式為例，其對應的非線

性微觀跟車模式的 C=(λ2,0/s2)×T=λ2,0×k2×T，很明顯的，T 須隨 k 的不同而變，圖

4.4.3 即為符合 C≤1/2 條件下的 k-T 分布圖，而其關係式可寫成： 
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圖 4.4.3 非線性跟車模式符合漸近安定條件之 k-T 分布圖 
 
 

Castillo, Pindato, Benitez(1994)曾仔細研究 Payne(1971)的原始高階模式(詳第

六章)，發現其有一不符實際的缺點，即行駛中的車輛會受後方車況的影響。為

克服此一缺點，該研究建議鬆弛時間τ為密度的函數： 
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其中，a 為常數， dkduu ee /' = ，通常為負值。以 Greenshields 模式言，
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由此知，本研究以 Greenshields 巨觀水流模式導出微觀跟車模式具安定性條件下

的反應時間 T，其定式與 Castillo, Pindato, and Benitez(1994)提出巨觀高階連續流

模式的 τ，二者非常相像，值得相關研究持續的關注。 

4.5 本章小結 

跟車模式的安定性分析係發展模式必須的驗證工作，本章針對此一課題，有

下列成果與建議。 

1.線性跟車模式的安定性條件 
(1) 局部安定性(local stability)：只考慮一前一後兩輛車的狀況，其行車的局部

安定性條件係反應時間與敏感度的乘積須小於π/2，此時兩車的車間程會

因些微擾動而出現振盪，但振盪會指數型沉寂； 

(2) 漸近安定性(asymptotic stability)：考慮一串車輛組成的車隊的行車狀況，

其安定性條件係反應時間與敏感度的乘積須小於 1/2。當該值等於 1/2 時，

車隊會因些微擾動而出現振盪，且其振幅在向後續各車傳遞的過程中維持

不變，惟車輛兩兩間跟車間程的振盪均會以指數型式迅速沉寂。 

2.各種跟車模式的安定性 
(1) 如跟車的加減速係以兩車的車速差來調整，則在無反應延遲的條件下，車

流任何狀況均是安定的； 

(2) 如跟車的加減速係以兩車的車間程來調整，即後車會想辦法與前車保持相

同間隔距離，則即便反應無延遲，車流亦不安定； 

(3) 如跟車的加減速係以兩車的車間程加上車速加碼(例如車速每增加 10 英哩

/小時，便增加一個車身長)來調整時，即便在反應有延遲條件下，車流亦

會安定，且加碼愈多，愈安定。 

3.微、巨觀模式對應關係的模擬結果 

(1) 線性微觀模式：巨觀水流模式的另一參數 kj 並未顯現在線性微觀跟車模式

的定式中，只設定λ值的線性微觀跟車模式會對應無限多條截距相同(由
λ=qmax/3600 指定)但斜率不同(kj不同)的 q-k 曲線，須藉 kj的設定方能定型； 

(2) 非線性微觀模式：微觀跟車模式的參數雖已包含巨觀水流模式兩邊界參數

(例如λ2,0=uf/kj)，惟因只有比例關係，仍無定量的規範，因此如任意設定起

始條件，其微觀跟車達均衡時，對映的巨觀水流模式仍會不同(uf 與 kj 可能

等比例增加或減少，致 q-k 曲線的型態不同)。由此知，微觀模擬前必須審

慎設定起始條件，事實上，起始條件本身在巨觀上係代表一個均衡狀態

點，必須在模擬前確定係落在指定的巨觀水流模式曲線上。 
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4.線性微觀跟車模式安定性的模擬結果 
(1) 兩車跟車的局部安定性條件與多車跟車的漸近安定性條件，模擬結果均與

理論解析解的結果完全一致； 
(2) 微觀跟車模擬，除起始條件必須審慎設定外，擾動的設計亦須有一定的規

範，否則將出現模擬上可行但實務上不合理的狀況。由線性跟車模式的模

擬結果知，在滿足 C ≤ 1/2 的漸近安定性條件下，則只要頭車的車速維持

非負(即令起始車速 v、加減速度 a 及減速延時 t 滿足 v≥at 條件)，模擬的

最大允許加減速雖隨不同密度 k 而不同，但並不受跟車反應時間 T 的影

響，此係本研究的一項重大發現；  
(3) 車波的軌跡一般係無法觀察的。本研究透過微觀跟車模擬，以在均衡車流

中製造些微擾動的方式來分析車波的傳遞，結果確可模擬出車波的行進軌

跡。 

5.非線性微觀跟車模式安定性的模擬結果 

(1) 線性跟車模式漸近安定性的模擬結果只有 C=λT≤1/2 者安定，C=λT>1/2
者不安定兩種結果。非線性跟車模式的漸近安定性就相當複雜，其至少出

現三種模擬結果： 

1) 狀況 1 (安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在頭車，然後就隨向後

傳遞的車次而依序縮減； 

2) 狀況 2 (不安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在 20 輛車的中間(頭
車以後，尾車之前)； 

3) 狀況 3 (不安定)：車速變化的振盪隨向後傳遞的車次而依序擴大，即振

盪的最大幅度是發生在第 20 輛車。 

(2) 將頭車加減速的規模縮小，找出符合漸近安定條件的加減速度，結果發

現，符合漸近安定性條件下，最大允許加減速率(絕對值)隨密度增加而變

小。此外，T 愈小，適用的交通狀況範圍就愈大。例如 T=0.1 秒可適用各

種密度狀況(k=0~kj)，當 T=3.0 秒時，密度 k>35 車/公里以上者均不適用，

均找不到車流能保持安定的加減速度值。 

(3) 以 Greenshields 模式而言，非線性微觀跟車模式漸近安定的條件，不論 T
值為何，均為 C=(λ2,0/s2)×T ≤ 1/2，其中，(λ2,0/s2)係模式的敏感項，相當於

線性跟車模式的λ，亦即非線性跟車模式漸近安定的條件與線性跟車模式

理論分析的結果一致。找出非線性跟車模式的漸近安定條件，是本研究的

另一重大發現。 

(4) 相對的，符合漸近安定的條件下，不同交通環境適用的最大允許反應時間

T 並不同，如以巨觀的方式表現跟車環境，可建立 k-T 關係式，以

Greenshields 模式而言，其數學式為： 
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簡單的說，在巨觀的車流模式(例如高階連續流模式)中，代表反應時間的

參數不應設為常數，而應模化成密度的函數。這亦是本研究的重大發現。 

6.後續高階連續流模化之相關建議 
本研究已確定 T 係隨不同的 k 而變，因此除非各方能接受車輛駕駛人的反應

時間在任何交通環境下均相當小(例如 T=0.1 秒，相當於瞬間反應)，否則不論是

微觀或巨觀的車流模式，均應審慎處理此一與人因有關的重要參數。本研究找出

的 k-T 關係，可供後續車流理論模式發展，尤其是為高階連續流模式的改良，提

供重要的參考。 
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第五章 簡單連續流模式 

第一單元(第二章)我們介紹巨觀水流模式(stream model)及其參數，並說明空

間與時間平均速率在調查取樣與計算公式上的配合；第二單元(第三章與第四章)
我們介紹微觀跟車模式(car-following model)及其安定性的條件，並說明微觀跟車

模式在穩定狀態下與巨觀水流模式有一對一對映的關係。微觀跟車模式係一加速

度公式，本質上是運動公式，包含不穩定狀態(加減速不為 0)與穩定狀態。而巨

觀水流模式根本不能動，只是靜態的關係式，換言之，與 l-m 微觀跟車模式對映

的水流模式，只對映到微觀模式的局部(僅限穩定狀態)，並非全部。 
第三單元(本章及後續幾章)要介紹連續流模式(continuum models)，係巨觀且

會動的模式，亦係與微觀跟車模式最具對映條件的模式。本章介紹的簡單連續流

模 式 ， 是 會 動 的 巨 觀 車 流 模 式 中 最 簡 單 的 一 種 ， 一 般 稱 為 LWR 
(Lighthill-Whitham-Richards)模式，其中，Lighthill, Whitham(1955)最早提出簡單

連續流模式，並衍生出由純車波來模化動態車流行為的車波-衝擊波理論；

Richards(1956)提出以明渠水流來模化車流的紙上剪力圖法，本章將分節說明

之。本章最後並以 Greenshields 巨觀水流模式為例，比較車波-衝擊波理論與紙上

剪力圖法的異同。 

5.1 車波-衝擊波法 

以連續流來類比車流，係視車流為單向可壓縮液體 (one dimensional 
compressible fluid)。此種類比隱含兩個假設，即車流是守恆的(conservation)，以

及速率-密度間或流率-密度間存有一對一的關係。簡單連續流模式即包含守恆式

與車流狀態式(state equation，如速率-密度或流率-密度關係式)。如同時解守恆式

與車流狀態式，即可求得道路上任一點、任何時間的車流速率、密度與流率值，

並進而量測其效用(effectiveness)，如延滯、停車數、旅行數、旅行時間等。因係

以時間-空間來描繪車流，因此優於忽略空間的輸入-輸出模式 (input-output 
models)，例如等候模式(Queuing models)等。 

5.1.1 車波-衝擊波理論 

Lighthill, Whitham(1955)是最早提出以車波與衝擊波來模化車流者，本節重

點回顧之。 

1.車波與衝擊波在時空圖上表示 
Lighthill, Whitham(1955)指出，q-k 曲線上任一點(代表某一交通狀況)的平均

車速 u=q/k 係座標原點與該點連線的斜率，而該交通狀況些微擾動的車波速

c=dq/dv 則為曲線在該點切線的斜率，如圖 5.1.1 之左圖。 
道路交通的變化可以時空圖的方式簡單呈現。由於時空圖上任一條線的斜率



 

5-2

(=dx/dt)即代表某種速率，因此車流特性在時空圖上最容易表現的是各種速率。

令時空圖之縱座標為道路(空間)，橫座標為時間，則在時空圖上繪出與 q-k 曲線

上某點的切線平行的直線，即可代表該特定的交通狀態，如圖 5.1.1 之右圖，圖

中交通狀況接近容量點的 A 與接近自由流的 B 在時空圖上分別以斜率不同的平

行直線表示，且分別與 q-k 曲線上 A、B 點的切線平行。 
 
 

 
圖 5.1.1 車波在流率-密度曲線上與時空圖上的表示 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 

 
 
q-k 曲線的第二種用法是道路下游車況較上游擁擠時會發生的不連續波

(discontinuous waves)。由於低密度車流的車速較快，因此上游的車流會追上密度

較高的下游車流，此時分別代表兩種車況的車波重合，而產生不連續的車波，稱

為衝擊波(shock waves)。當車輛進入衝擊波時，車速會迅速減低。此波當然並非

完全不連續，但其寬度將短於駕駛人踩煞車以降低車速的延時。 
Lighthill, Whitham(1955)指出，衝擊波速 Δq/Δk 等於 q-k 曲線上連接兩不同車

況點的弦的斜率。圖 5.1.1 的右圖中，時空圖上介於 A、B 二組車波線之間者，

即為衝擊波線，係平行 q-k 曲線上連接 A、B 兩點的弦。此外，q-k 曲線上代表 A、
B 兩交通狀況的平均車速係 q-k 曲線座標原點與 A、B 兩點的連線，在時空圖上

這種車輛的軌跡線係以平行於該連線的點虛線表示。在圖 5.1.1 之右圖可清楚看

到，車速一般高於車波速與衝擊波速(只有自由流時車速方等於車波速)，亦即車

輛會由一種交通狀態(上游車波範圍)穿越衝擊波至另一種交通狀態(下游車波範

圍)，而在穿越衝擊波界面時，車速會突然改變。 
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2.交通流峰的行進 
令道路的端點處為車流產生源，假設係以某固定流率進流，如突然出現高

峰，但立即再回復原流率，即產生交通流峰。問題是如何預測該交通流峰在各時

空點上的變化? 該流峰會漸漸消散抑或更為緊密集聚? 變化的速度多快? 如何

影響車流行為? 
Lighthill, Whitham(1955)應用車波、衝擊波解答上述問題，如圖 5.1.2 所示。

在圖中，車流產生源發出的車波與 q-k 曲線某點的切線平行，該波在交通流峰內

的速度低於流峰外的速度，致流峰前頭(下游)的車波呈扇形展開(fan out)，而在

尾端(上游)則緊密的靠在一起。 
如前所述，車輛的行進速度一般高於車波速(只有自由流時二者相等)，亦即

由流峰尾端出發的車輛會穿過該流峰，惟一旦進入流峰，由時空圖知，車波線緊

靠在一起表密度漸增，致車輛會迅速減速，但離開流峰後，平均車速會隨車輛通

過扇形區而逐漸增加。 
 

 
圖 5.1.2 以衝擊波描繪車流峰時空推進示意圖 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 
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3.交通瓶頸 
考慮道路存在交通瓶頸的問題。假設該瓶頸的容量低於主要路段(如車道數

不變，但鋪面狀況較差)的容量，此時 q-k 曲線在瓶頸處將垂直降低，而通過瓶

頸處的最大流率，即該瓶頸的容量。 
Lighthill, Whitham(1955)說明，如瓶頸上游主要路段的到達流率低於瓶頸容

量，則每輛車通過瓶頸時只會遭遇車速短暫的降低，當然車波速通過瓶頸時亦會

降低。由於流率在任何車波線上均維持不變，因此即便車波線因車況在 q-k 曲線

的位置不同而產生變型，只要仍連續，其所代表的流率均會維持不變。基於此，

瓶頸附近的車波線，可以令到達流率水準固定不變，即繪水平線劃過兩條分別代

表主線與瓶頸處的 q-k 曲線，定出流率相同各別的點，再以切線得到各段的車波

線，將之平行繪製在時空圖上，如圖 5.1.3 所示。 
 

 
圖 5.1.3 瓶頸容量大於到達流率的車波行進變化圖 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 
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Lighthill, Whitham(1955)亦說明到達流率大於瓶頸容量的狀況。值得重申

者，不論波線如何變型，每一條連續的車波線均代表相同的流率。但當到達流率

大於瓶頸容量時，因為通過瓶頸的流率不可能大於該段的容量，因此，不可能出

現一條連續的車波線穿過瓶頸，換言之，此時必會產生車波不連續的狀況，或者，

必產生衝擊波，且向上游回溯(速率為負)，如圖 5.1.4 所示。 
 

 

 
圖 5.1.4 瓶頸容量小於到達流率的車波變化圖 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 
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4.號誌控制交岔路口車流行為 
Lighthill, Whitham(1955)亦模化號誌控制交岔路口的情形。首先考慮一個均

勻到達車流遇紅燈而停止的狀況。此時會發出一個帶有流率為零訊息的衝擊波向

上游傳遞，而車密度會一直增加到壅塞密度 kj，其衝擊波速等於到達車況與壅塞

車況在 q-k 曲線上連線的斜率，因為此衝擊波所到之處，車輛會停止，可稱之為

向後停止波。 
紅燈停等車隊向上游延伸可以向後停止波表示，但當號誌變為綠燈，停止車

流再度向前流動時會發生何種狀況? Lighthill, Whitham(1955)說明此時頭車可以

不受阻撓的加速到道路允許的最高車速，如不考慮車輛起動加速所需要的時間，

則等候車隊車流的前端將係瞬間變成自由流車速(free flow Speed) uf，為 q-k 曲線

原點切線的斜率(自由流時車波速等於車速)；在此同時，亦向後穿透停止車隊發

出另一帶有號誌轉綠(可以起動)訊息的車波，其波速為負，等於 q-k 曲線上壅塞

點切線的斜率。在此二者之間存在各種中間速度的車波，代表介於壅塞與自由流

間的各種交通狀況。由於在最前頭的車波速率最大，其後的車波速率依序遞減，

彼此不會相交而產生衝擊波，因此可以假設其間只存在著連續型的車波(衝擊波

係車波的不連續)。基於此，車速連續的改變，可以由扇形車波線(a fan of waves)
來表現(稱為起動波)。 

圖 5.1.5 即紅燈產生向後停止衝擊波，綠燈產生向前後起動及其間扇形車波

的時空圖。圖中的虛線代表車輛行進軌跡，而在停止線處存在停駐不動的車波，

代表該處之車流係在最大流率 qm 狀態。而由圖 5.1.5 可看出，當向後起動波追上

向後停止衝擊波時，因為車流會在 q-k 曲線上由壅塞狀況逐漸變成最大流率狀

況，因此會使該衝擊波速(為負，向後)迅速減低，甚而可能轉向。 
號誌時制的設計必須使紅燈停等車隊在綠燈結束前通過停止線，即原本向後

衝擊波會重回停止線且穿越停止線後向下游移動，如圖 5.1.6 所示。此時，該停

止衝擊波將成為前述流峰的尾端，而在該衝擊波之後，即為原到達車流。圖 5.1.6
中出現無車狀態，其起始時間係到達車流在綠燈時最後一輛通過停止線的時間

(等於紅燈始亮時間)，其結束的時間則為綠燈始亮時間。 
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圖 5.1.5 均勻到達流停止一段時間再起動的時空圖 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 

 
 

 
圖 5.1.6 未飽和號誌路口的車流時空圖 

資料來源：Lighthill, M.J.,G.B. Whitham, "On Kinematic Waves:II A Theory of Traffic Flow on 
Long Crowded Roads,", Proc. Royal Soc., A229,317-345, 1955. 
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5.1.2 車波-衝擊波數學解 

前節已展現出簡單連續流模式的外貌(車波與衝擊波圖)，本節則以數學說明

之。 

1.流體守恆 
在一單向連續的路段上設兩個測站，如圖 5.1.7 所示，兩測站間隔Δx，且其

間無流失源與產生源(sink and source)，亦即在其間不會有車流流出或流入。 
 

xΔ
 

圖 5.1.7 推導守恆式的封閉路段與測站 
 
令 Ni 表Δt 時間內通過測站 i 的車數，qi 則為其流率；測站 1, 2 是同步量測。

令(N2-N1)=ΔN，基於上述定義： 

測站 1 的流率：N1/Δt =q1 
測站 2 的流率：N2/Δt =q2 

令 tqNqqq
t
NNtN Δ⋅Δ=Δ⇒Δ=−=

Δ
−

=ΔΔ 12
12/  (5-1-1) 

如 N1>N2，即同時間內通過測站 1 的車數大於通過測站 2 的車數，由於兩測站間

沒有消失源，故尚留在Δx 內的車輛數必然增加。亦即在Δt 時間內Δx 車輛的堆積

量為-ΔqΔt=-ΔN=-(N2-N1)。如Δx 相當短，其間的密度視為均值，則Δx 內經Δt 的
密度增量Δk 為： 

x
N

x
NN

k
Δ
Δ−

=
Δ
−−

=Δ
)( 12  (5-1-2) 

上式表示車輛的堆積可寫成： 

xkN Δ⋅Δ=Δ−  (5-1-3) 
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簡言之，在車流守恆下： 

0)( =
Δ
Δ

+
Δ
Δ

⇒Δ⋅Δ=Δ⋅Δ−=Δ−
t
k

x
qxktqN  (5-1-4) 

如係連續的狀況，則守恆式可寫成： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

t
k

x
q  (5-1-5) 

如路段中有車流流入或流出，則守恆式右側可加一個車流產生項 g(x,t)，單位為

車/(公里-小時)。 
式(5-1-5)可以決定車流在道路任何位置、任何時間的交通狀態。該式吸引人

的地方係包含兩個車流狀態變數：流率與密度，及兩個獨立變數：時間與空間。

然而須有描述 q, k 關係的額外公式或假設方能求解，簡單連續流模式係加入車流

狀態公式(state equation)，例如假設速率為密度的函數，即 u=f(k)，因 q=ku 恆成

立，因此 q=f(k)。值得說明者，流率或速率為密度的函數的假設須在車流處於均

衡狀態下方成立。 
綜合言之，簡單連續流模式係由兩公式聯立組成，一係式(5-1-5)的守恆式，

另一則係巨觀的水流模式。 

2.解析解 
一旦加入 q=f(k)，令 dq/dk=c(k)，式(5-1-5)可改寫成： 

∵
x
kkc

x
k

dk
dq

x
q

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ )(  

∴ =
∂
∂

+
∂
∂

t
k

x
q 0)()( =+=

∂
∂

+
∂
∂

tx kkkc
t
k

x
kkc  (5-1-6) 

一般稱 c(k)為車波(traffic wave)，代表穩定車流些微擾動的傳遞(方向與速度)。 
式(5-1-6)偏微分式待解的未知數只剩一個狀態變數 k(代表車流狀態，例如

k=kj 代表壅塞 )，稱為一階準線性偏微分公式 (first order quasi-linear partial 
differential equation)，可以特性根法(characteristics method)解析求解。 

(1) 車波 
Lighthill, Whitman(1955)提出式(5-1-6)簡單連續流模式的解析解(analytical 

solution)。如觀察密度的變化，其數學式可寫成： 

dx
x
kdt

t
kdk

∂
∂

+
∂
∂

= ⇒ 
dt
dxkk

dt
dk

xt +=  (5-1-7) 
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當觀察者隨波速前進時，亦即令速度 dx/dt 等於波速 c(k)，上式變為： 

xtxt kkck
dt
dxkk

dt
dk )(+=+=  (5-1-8) 

由式(5-1-6)知，式(5-1-8)等於 0，亦即隨車波前進，觀察到的密度根本沒有改變。 
依數學定義，車波 c=dq/dk 係流率-密度曲線上某點的切線，單位為速率(公

里/小時)。由以上的分析知，因為沿車波前進，車密度不變，因此車波線可代表

某車流狀態由邊界條件發散出來後在時空上的直線擴散或運動，相對的，車波線

只要維持直線，即代表車流狀態(密度)維持不變。 

(2) 衝擊波 
簡單連續流的解不是恆為車波，有時會有兩條車波相交的狀況。兩條車波線

相交，代表同處、同時有兩種不同的車流狀態，因為不可能發生，因此以產生衝

擊波(shock wave)解來代表數學上的不連續(車流狀態突然的改變)。 
假設沿公路有兩群密度不同之車流(1,2)在行進，其間有一虛擬的垂直線 W

分隔，如圖 5.1.8，該分隔線之速率為 c12。令 ki、ui、qi 分表第 i 群車流(i=1,2)的
密度、空間平均速率、流率，uiw=ui-c12 為第 i 群車流對 W 分隔界面的相對速率。 

 

 
圖 5.1.8 衝擊波界面示意圖 

 
道路上每一輛車均由 W 界面分派給不同的車流群，亦即任一時段內，第 1

群車輛數的增加量必等於第 2 群車輛數的減少量。此種車流守恆可以數學式表

示，如單位時間 t 內穿過 W 界面的車輛數為 N，即： 

N=u1w×k1t=u2w×k2×t ⇒ N/t= u1w×k1= u2w×k2 
或者： 

(u1-c12)k1=(u2-c12)k2  ⇒  -c12k1+c12k2=-u1k1+u2k2 

⇒
12

12

12

1122
12 kk

qq
kk

kukuc
−
−

=
−
−

=  (5-1-9) 

依數學定義，c12=(q2-q1)/(k2-k1)，係流率-密度曲線上任二點(1,2)連線(弦)的斜

率，單位亦為速率(公里/小時)，代表分隔兩特定車流狀態的界面沿道路的運動。
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cij 為正，衝擊波會沿道路向下游運動；為負則向上游運動。而衝擊波所到之處，

車密度會突然改變。 
上、下游車流狀態不同，不表示一定會產生衝擊波，只有分表不同車流狀態

的兩群車波相交(通常是下游密度高於上游)才會產生衝擊波。如兩不同車流區的

密度與流率幾乎相等，即： 

iii cc
dk
dq

k
q

===
Δ
Δ  (5-1-10) 

上式說明，車波廣義而言亦是一種衝擊波，但「車波」與「衝擊波」不同，車波

是車流些微的擾動，無法以肉眼看見，衝擊波則為車流劇烈的變化，可以肉眼看

見，兩車流區密度差異愈大，其衝擊波的運動愈明顯。 

(3) 車軌跡(車速)與衝擊波、車波之意義 
流率-密度曲線上任一點與原點的連線，依數學定義係車流的平均速率

(u=q/k)，單位為公里/小時，將該線平行繪於時空圖上即代表車流中各車輛的行

駛軌跡。而前節已說明，車波、衝擊波亦均為一種速率，現以 q-k 曲線圖來說明

此三者的解析幾何意義，如圖 5.1.9 所示，綜合整理如下： 

 
圖 5.1.9 車速與衝擊波、車波在 q-k 曲線上的意義 

 

(1) 車  波：q-k 曲線上任一點的切線 (等速)； 

(2) 衝擊波：q-k 曲線上任二點的連線 (等速)； 

(3) 車軌跡：q-k 曲線上任一點與原點的連線 (等速)； 

(4) 車波無法肉眼看見，衝擊波則可，兩車流區密度差異愈大，衝擊波的運動

愈明顯； 

(5) 車軌跡可以穿越車波及衝擊波。亦即如將式(5-1-7)中的速率改為車流的平

均速率(空間平均速率)，則： 

0)( ≠+=+= xtxt kkuk
dt
dxkk

dt
dk  (5-1-11) 
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亦即當觀察者坐在車流中某輛車內隨流前進時，將經歷不同的車流況，有

時壅塞，有時不壅塞，碰到前方有完全停止的車隊時，甚而會從行駛狀態

變成停車。這些都說明，車軌跡係可以穿越車波及衝擊波。 

5.1.3 車波-衝擊波的應用 

雖然簡單連續流理論早在 50 年代中期已發展出，惟因實際交通問題的邊界

及起始條件不易界定及取得，或 u-k、q-k 關係式不易建立，或號誌交岔路口車流

的複雜性等的問題，故直到 70 年代以後才有實務上的應用，如： 

(1) Stephanopoulos, Michalopoulos(1979)以連續流模式處理號誌交岔路口車流

行為； 

(2) Stephanopoulos, Michalopoulos(1981); Michalopoulos, Pisharody (1980); 
Michalopoulos(1988); Michalopoulos et al. (1991)分別應用衝擊波於號誌控

制、車隊動態分析、幹道及高速公路車流模擬等； 

(3) 張家祝與許書耕(1985)應用衝擊波理論建立巨觀車流模擬模式，並據以模

擬分析號誌化幹道車流行為。 
 

本節回顧張家祝與許書耕(1985)的研究，說明簡單連續流模式在號誌交岔路

口實際的模化應用。該研究的車流狀態公式係採用 Greenshields 巨觀水流模式。 

1.號誌路口的車波與衝擊波數學式 

茲假設號誌控制車流系統狀況如下： 

(1) 到達車流維持穩定，以車密度 ka 表示； 

(2) 交岔路口停止線下游為非擁擠狀況，不影響車流向下游疏解； 

(3) 起始時間 t=0 設定為號誌有效綠燈的開始； 

(4) 座標原點 x=0 設於停止線上游 L 距離處，等候車隊將不會延伸至該點； 

(5) t=0 時，停止線已有等候車隊，其長度為 L1。 
 

現可繪出受號誌干擾的車波線在時空上的變化，如圖 5.1.10 所示。圖中，ka

表到達車密度，kj 表壅塞密度，km 表飽和流密度，線 AC 為停止衝擊波，BC 為

起動波， 為等候車隊尾部的軌跡，亦為一衝擊波。由圖可看出，在時空座

標上，綠燈起動係模化成由停止線發出的扇形車波族(邊界條件)。從 Lighthill, 

Whitham(1955)以來，起動模化皆以扇形車波來處理，惟亦一直係爭議的焦點。

Preparata(1972)更將起動狀況模化成以停止線為中心，上下游對稱的扇形車波，

如圖 5.1.11 所示。 
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圖 5.1.10 受號誌干擾的車波示意圖 
資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運

輸計劃季刊 14(1)，1985。本圖略作局部修改。 

 
 

 
圖 5.1.11 起動波扇形模化示意圖 

資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運

輸計劃季刊 14(1)，1985。本研究略作局部修改。 
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由圖 5.1.10 可知，如能掌握各種波線任一時間的軌跡，就可以模化號誌干擾

的車流行為。而仔細觀察圖 5.1.10 可發現，模化上僅需掌握直線 AC、BC、DE，

及曲線 、 等的公式即可。如以 Greenshields 巨觀水流模式為例，各

直線與曲線的公式分別為： 

(1) AC 、DE 公式 

AC 、 DE 均為停止線在紅燈始亮時向上游發出的衝擊波(令車輛停止)，依

衝擊波公式，得： 

j

a
f

aj

aj
DEAC k

ku
kk
qq

uu −=
−

−
==  (5-1-12) 

∴ t
k
kuLLtuLx

j

a
fACAC −−=×+= )( 10  (5-1-13) 

(2) BC 公式 

BC 線實際上是代表壅塞狀態下一群車波線的最後一條，由車波公式得： 

fjjf
kk

BC ukku
dk
dqu

j

−=−==
=

)/21(  (5-1-14) 

∴ tuLx fBC −=  (5-1-15) 

(3) 、 公式 

由圖 5.1.10 知， 起點 C 為 AC 與BC 的交點，這是 曲線的起始

條件，可由兩公式聯立解得，座標為： 

aj

j
C kk

k
LLx

−
−= 1  (5-1-16) 

aj

j

f
C kk

k
u
Lt

−
×= 1  (5-1-17) 

在扇形區中，密度是在 kj~km間變化，如令密度為一變數 k，則 曲線衝

擊波公式為： 

)( kkk
k
u

dt
dx

aj
j

f −−=  (5-1-18) 

再者， 曲線上任一點都與扇形車波中的某一條相交，因此： 
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xx 21  (5-1-19) 

其中： 
xB=扇形車波波源的 x 座標值=L 
tB=扇形車波波源的 t 座標值=0 

 
將 xB, tB 代入上式得： 

t
Lx

u
k

kk
f

j
j

−
×−=

2
1

2
1  (5-1-20) 

將式(5-1-20)代入式(5-1-18)，解微分方程並代入 xC, tC 等起始條件可得： 

Ltwttw
t

Lxx aca
C

C ++××⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=  (5-1-21) 

公式除了起始條件及衝擊波所分隔的密度區與 不同外，二者具

有相同的數學型態，即一般式如下： 

bfabfbfa
bf

bf xtwttttw
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xx

x ,,0,
,0

,0 )()( ++−×−×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

−
=  (5-1-22) 

上二式中： 
x0=衝擊波起始位置 
t0=衝擊波起始時間 
xf,b=扇形車波波源發生的位置 
tf,b=扇形車波波源發生的時間 
wa=衝擊波所分隔到達車流的波速(非扇形區)，等於 uf (1-2ka/kj)  

 
由式(5-1-21)知，只要 ka ≥ 1/2 kj ，衝擊波將一直向後延伸而不會重回停止

線。如設 ka < 1/2 kj，且令 x=L，將可得衝擊波回到停止線的時間 tmin： 

2

2

min
a

ca
c

c

w

tw
t

xL

t
×⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−

=  (5-1-23) 

如果交岔路口是受定時、二時相號誌控制，其時制為 C=G+R，其中，C 表周期

長度，G、R 分表有效綠、紅燈時間。令 tmin=G，則存在一臨界的到達車密度(kc)，
使衝擊波(車隊尾部)能在有效綠燈結束前通過停止線，即： 

jc k
C
Rk ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 1

2
1  (5-1-24) 
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值得說明者，到達流 ka < kj/2 係向後衝擊波會重回停止線的必要條件，而對

Greenshields 巨觀水流模式言，kj/2 對應的流率等於容量 qm。惟欲令號誌控制處

於未飽和狀態(號誌控制的基本假設)，向後衝擊波不僅須重回停止線，且須在有

效綠燈結束前通過停止線，此時其最高允許到達流率遠低於容量(qc<qm)。 
如圖 5.1.10 所示，在有效綠燈開始後，停止線上的車波速恆為 0，代表以最

大流率在疏解。換言之，號誌控制下通過停止線的流率存在一個最大值，即： 

C
GkuF jf ×=

4
1

max  (5-1-25) 

因為有一個最大的通過流量，當到達車密度 ka 稍大於臨界值 kc 時，隨時間累積，

到達車密度將由 ka > (1- CR/ )kj/2 變成 ka = (1+ CR/ )kj/2，平均速率亦隨之降低。 

2.模擬模式理論架構 
對一條上下游皆受號誌控制的路段言，因車流在交岔路口區域可流出、流

入，無法滿足流體守恆公式，因此模化工作只處理車流在路段中的行為。而因上

游號誌係決定車流的到達型態，下游號誌則直接控制車流的行止，因此路段車流

行為的量度是以其下游號誌為基準。 
以車波及衝擊波描繪上、下游皆受號誌控制路段的車流行為是相當複雜的，

如圖 5.1.12 所示，需要模擬技巧來協助。張家祝與許書耕(1985)應用衝擊波理論

建立一巨觀的模擬模式，其架構為： 

(1) 簡化號誌時制為 C=Gm+lm+Gb+lb 的循環，其中，C 為號誌周期長度，Gm、

Gb 分表主、支道有效綠燈長度，lm、lb 分表主、支道綠燈間的損失時間。 

(2) 確定各號誌時間轉換點應產生的波線種類，利用模擬技巧給予時間的推

進。波推進過程中可能產生新波，由於唯有當衝擊波線或車波線相交時才

會組合成新的衝擊波線或車波線，且由圖 5.1.12 可看出，兩波線會相交，

其間必有一共同的車況(密度區)，因此，可以建立一個相交判定表以決定

兩波線是否相交及相交後應產生的新波線種類。 

(3) 張家祝與許書耕(1985)以 40 種車波線模化所有狀況，各種波線的名稱與編

號如表 5-1-1 所示，各種波線軌跡如圖 5.1.13 所示。各種波線的公式是以

Greenshields 巨觀水流模式來推導，並按編號建立一個公式表，如表 5-1-2
所示，是否相交及相交後應產生的新波線判定如表 5-1-3 所示。其中，k1

為各路段之平均到達密度，k2 為上游號誌為有效紅燈時支道轉入主道的平

均密度，kj 表下游號誌為有效紅燈時等候車隊區的壅塞密度，S, F 分表綠

燈開始時向後及向前起動波扇形區，Sb, Sf 是考慮受轉向流動干擾，使疏

解率(departure rate)未飽和的狀況，模化上係以一平均值表示，在圖 5-1-13
中以 ksb, ksf 分表此二區的平均密度。一般言，在交岔路口轉向比不為 0 的

狀況(即通過停止線車流並非全為直行)，ksf 小於 ksb。最特殊的要屬“0”密
度區了，其代表路段上游在損失時間中短暫無車的狀況。 
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(4) 路段下游在有效紅燈開始時應產生停止衝擊波，但波的種類需由最後到達

停止線的波線決定，同樣可建立一判定表，如表 5-1-4 所示。路段上游在

有效綠燈期間亦需由上游路段車流的疏解來判斷到達型態，但如任由波線

穿過數個交岔路口，模化上顯然不可行。可令上游路段在車隊尾部通過停

止線以後，下游路段的到達型態為平均到達流 k1 (車隊尾部通過停止線以

前的到達型態為 ksf)，如此，即不需建立另一個到達車波種類的判定表。 
 

 
圖 5.1.12 路段受上下游號誌干擾的車波線示意圖 

資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運

輸計劃季刊 14(1)，1985。本研究略作局部修改。 
 

 
表 5-1-1 各種車波線的名稱與編號 

編號 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
車波 0,F F,Sf 0,k1 0,k2 k1,0 k2,0 Sf,0 F,0 kj,S S,Sb

編號 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
車波 F,F F,k1 F,k2 Sf,F Sf,k1 Sf,k2 k1,F k1,Sf k1,k2 k2,F
編號 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
車波 k2,Sf k2,k1 k1,kj k2,kj F,kj Sf,kj k1,S k2,S F,S Sf,S
編號 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
車波 k1,Sb k2,Sb F,Sb Sf,Sb Sb,kj S,kj 0,kj 0,S 0,Sb S,S 
資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運

輸計劃季刊 14(1)，1985。 
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圖 5.1.13 各種波線運動軌跡示意圖 

資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運

輸計劃季刊 14(1)，1985。 
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續圖 5.1.13  各種波線運動軌跡示意圖 
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續圖 5.1.13 各種波線運動軌跡示意圖 
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表 5-1-2 波推進公式 
編號 車波 公式 

1 0,F xe=uf×(te-t0) 
2 F,Sf xe=uf×(1-2ksf/kj)×(te-t0) 
3 0,k1 xe=uf×(1-2k1/kj)×(te-t0) 
4 0,k2 xe=uf×(1-2k2/kj)×(te-t0) 
5 k1,0 xe=uf×(1-2k1/kj)×(te-t0) 
6 k2,0 xe=uf×(1-2k2/kj)×(te-t0) 
7 Sf,0 xe=uf×(1-2ksf/kj)×(te-t0) 
8 F,0 xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-uf]× )()( 101 ffe tttt −×− + uf×(te-tf1)+xs-x0 

9 kj,S xe=-uf×(te-t0) 
10 S,Sb xe=uf×(1-2ksb/kj)×(te-t0) 

11 F,F xe= )(1
)()(
)()(

0
2010

21
s

ff

fefe xx
tttt
tttt

−×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−×−
−×−

 

12 F,k1 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs-x0 

EC=uf×(1-2k1/kj) 

13 F,k2 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs-x0 

EC=uf×(1-2k2/kj) 

14 Sf,F 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs-x0 

EC=uf×(1-2ksf/kj) 
15 Sf,k1 xe=(uf/kj)×(kj-ksf-k1)×(te-t0) 
16 Sf,k2 xe=(uf/kj)×(kj-ksf-k2)×(te-t0) 

17 k1,F 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs-x0 

EC=uf×(1-2k1/kj) 
18 k1,Sf xe=(uf/kj)×(kj-ksf-k1)×(te-t0) 
19 k1,k2 xe=(uf/kj)×(kj-k1-k2)×(te-t0) 

20 k2,F 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs-x0 

EC=uf×(1-2k2/kj) 
註：x0 表波舊座標位置；t0表舊的模擬鐘時間；xe表波經時間推進的空間增量；te表新的模擬鐘

時間；xs表路段起始點的座標位置；L 表路段長度。 
資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運輸計

劃季刊 14(1)，1985。 
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續表 5-1-2 波推進公式 
編號 車波 公式 

21 k2,Sf xe=(uf/kj)×(kj-ksf-k2)×(te-t0) 
22 k2,k1 xe=(uf/kj)×(kj-k1-k2)×(te-t0) 
23 k1,kj xe=-(uf/kj)×k1×(te-t0) 
24 k2,kj xe=-(uf/kj)×k2×(te-t0) 

25 F,kj xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)+uf]× )()( 101 bbe tttt −×− -uf ×(te-tf1)+xs-x0 

26 Sf,kj xe=-(uf/kj)×ksf×(te-t0) 

27 k1,S 
xe=[(x0-xb1)/(t0-tb1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tb1)+xs+L-x0

EC=uf×(1-2k1/kj) 

28 k2,S 
xe=[(x0-xb1)/(t0-tb1)-EC]× )()( 101 bbe tttt −×− +EC×(te-tb1)+xs+L-x0 

EC=uf×(1-2k2/kj) 

29 F,S 
xe=EZ× )()( 11 befe tttt −×− +xb1×(te-tf1)/(tb1-tf1)-x0 

EZ=[x0-xb1×(t0-tf1)/(tb1-tf1)]/[ (t0-tf1)×(t0-tb1)] 

30 Sf,S 
xe=[(x0-xb1)/(t0-tb1)-EC]× )()( 101 bbe tttt −×− +EC×(te-tb1)+xs+L-x0 

EC=uf×(1-2ksf/kj) 
31 k1,Sb xe=(uf/kj)×(kj-ksb-k1)×(te-t0) 
32 k2,Sb xe=(uf/kj)×(kj-ksb-k2)×(te-t0) 

33 F,Sb 
xe=[(x0-xf1)/(t0-tf1)-EC]× )()( 101 ffe tttt −×− +EC×(te-tf1)+xs -x0 

EC=uf×(1-2ksb/kj) 
34 Sf,Sb xe=(uf/kj)×(kj-ksf-ksb)×(te-t0) 
35 Sb,kj xe=-(uf/kj)×ksb×(te-t0) 

36 S,kj [(x0-xb1)/(t0-tb1)+uf]× )()( 101 bbe tttt −×− -uf×(te-tb1)+xs+L-x0 

37 0,kj xe=0 

38 0,S xe=[(x0-xb1)/(t0-tb1)-uf]× )()( 101 bbe tttt −×− +uf×(te-tb1)+xs+L-x0 

39 0,Sb xe=uf×(1-2ksb/kj)×(te-t0) 

40 S,S xe= )(1
)()(
)()(

0
2010

21 Lxx
tttt
tttt

s
bb

bebe −−×⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−

−×−
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表 5-1-3 兩波相交的判定與相交後產生的新波 

 
資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運輸計

劃季刊 14(1)，1985。 

 
 

表 5-1-4 號誌綠燈轉紅燈時不同到達車波產生的停止波 
到達波 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
停止波 25 26 23 24 37 37 37 37 - - 
到達波 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
停止波 25 23 24 25 23 24 25 26 24 25 
到達波 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
停止波 26 23 - - - - - - - - 
到達波 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
停止波 23 24 25 26 - - - - 37 - 
資料來源：張家祝、許書耕，「應用衝擊波理論模擬號誌化幹道車流行為：I.模式建立」，運輸計

劃季刊 14(1)，1985。 
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5.2 紙上剪力圖 

Richards(1956)提出紙上剪力圖(graph-shearing)繪製程序，以表現流體受干擾

時在時空上的演變。該研究係以明渠水流關開閘門的方式來類比號誌路口，由於

係以繪圖來表達明渠水流水位在閘門關閉時向上游產生衝擊波及閘門打開時向

下游疏解的變化，因此有助於對簡單連續流物理特性的瞭解。本節回顧說明之。 

5.2.1 明渠水流運動的數學表示 

Richards(1956)說明，如假設車流速只受密度的影響，且 u=a(Kmax-K)，令

h=K/Kmax，e=a×Kmax，則前述車流速與密度的關係式可改寫成： 

)1( heu −=  (5-2-1) 

在無流入與流出的狀況下，流體必須滿足守恆公式： 

0)(
=

∂
∂

+
∂
∂

x
uh

t
h  (5-2-2) 

式(5-2-2)的意義為：「經過一段時間∂t，通過一段距離∂x，流率的減少(增加)等於

密度的增加(減少)」。 
將式(5-2-1)的速率-密度關係式代入式(5-2-2)之流體守恆式中，可得： 

0)21( =
∂
∂

−+
∂
∂

x
hhe

t
h  (5-2-3) 

上式的一般解可寫成： 

( )ethxfh )12( −+=  (5-2-4) 

因為 h 值為常態化的密度(h=K/Kmax)，因此 f 值一定落在[0,1]區間。單憑式(5-2-4)
並不能解得h在任一時間與空間上的變化，幸運的是不需要如此求解。令式(5-2-4)
中的 t=0，則： 

)0,()( xhxf =  (5-2-5) 

式(5-2-5)中的 f(x)表 t=0 時密度在空間的分布，如為已知，則可以紙上剪力圖獲

得任一時間 t 的密度分布情形。亦即 h(x,t)在 x 上任一時間 t 的圖，可由 h(x,0)以
剪切 h, x 平面(均勻的)的方式獲得，其方法是以令 h=0 的線向右移動 et 距離，而

h=1 的線向左移動等距，並令 h=1/2 點維持不動。此種剪切運動不能看成是個別

車輛的運動，而係車波的運動。車輛係以 e(1-h) 的車速運動，其是否穿過一個

波峰或堆積在波峰之後，決定於其相對車速。 
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5.2.2 明渠水流運動的紙上剪力圖表示 

在製作紙上剪力圖之前，有必要說明其邊界與起始條件： 

(1) 邊界條件：車流與水流最大的不同，是前者的密度可變，而後者幾乎為一

定值，但在紙上可以水位高度代表密度變化。因道路實體有一最大承載密

度，因此令水位高度 h=1 表最大密度(K=Kmax)。可以想像成一個高度為 1
的方型明渠管，其水流運動的情形； 

(2) 起始條件：設到達水位高固定為 ha，將水管以閘門封閉，經 R 時間後再打

開，並令 t=0 表閘門打開的瞬間。 

現以紙上剪力圖求 t > 0 的水位(密度)在空間上的分布。圖 5.2.1 為 t=0 瞬間

的狀況(實線)，t > 0 的狀況可以剪力作用推估。令 h=1/2 的點維持不動，將 h=0
的點向右移一單位，同時將 h=1 的點向左移一單位，而向前移動的量，由圖上可

看出係 et，可由 h=0 代入式(5-2-1)而得，此時閘門前無流體；向後移動的量是依

流出量等於減少量的流體守恆式而得，因此二者值相同，如圖中虛線劃出的兩相

同三角型區。 

h

1

1
2

0

et

et

t=0

t>0

x

 
圖 5.2.1 紙上剪力圖向前流動解 

資料來源：Richards, P. I, "Shock Wave on the Highway," Operations Research 4(1), 42-51,1956. 

 
 

但依此法可能發生同一位置出現兩個水位的不合理狀況，如圖 5.2.2，此時

可以衝擊波公式解決。事實上衝擊波公式亦為守恆式，其意義為站在衝擊波面上

看，任一時間中經界面進入某區的量等於另一區失去的量，公式如下： 

)()( 2211 VuhVuh −=−  (5-2-6) 

其中： 
h1,h2 =衝擊波界面分隔的兩不連續密度 
u1,u2 =各密度區內的平均車速 
   V =衝擊波速 
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圖 5.2.2 紙上剪力圖出現二個水位不合理的狀況 

資料來源：Richards, P. I, "Shock Wave on the Highway," Operations Research 4(1), 42-51,1956.  

 
 
 
將式(5-2-1)代入式(5-2-6)可得衝擊波速： 

)1( 21 hheV −−=  (5-2-7) 

在圖上的表示，即找一條垂線，使左右兩側面積相等，如圖 5.2.3。 
 

h

1

1
2

0

t=0t>0

x

h1

h2

衝擊波界面

 
圖 5.2.3 紙上剪力圖向後衝擊波解 

 
 

Richards(1956)說明：  

(1) 車速係由式(5-2-1)表示(u=e(1-h))，與波發展的剪力運動無直接關係。檢視

式(5-2-1)可知，任一時間的 h 圖同時係一車速的倒置圖(inverted graph)，
事實上剪力線與 h=1 的線之間的差距(=1-h)等於 u/e，亦即車速與最高車速

的比。 
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(2) 剪力線的斜率亦代表另一個有趣的量，即車輛在某一時空點的加速度，事

實上由式(5-2-1)與式(5-2-2)可導得： 

加速度：
x
hhe

x
uu

t
u

dt
dua

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

== 2  (5-2-8) 

(3) 某已知點單位時間通過的流率，可依 q=Ku (其中，u=e(1-h), K=hKmax)導得： 

流率：q=eKmaxh(1-h) (5-2-9) 

值得注意者，密度=h 或 1-h，其流率相同，惟交通狀態不同。 
 

圖 5.2.4 即經上述衝擊波處理後，閘門打開瞬間的狀況。圖中可看出衝擊波

界面是以 hae 的速度向後移動，該值係由(5-2-7)式獲得，此時 h1, h2 中一個為 ha，

一個為 1。為方便區分，在此以停止波表向上游回溯的衝擊波，以起動波表閘門

打開後同時產生的向上、下游移動的兩條車波。 
 
 

h

1

1
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0 x

ha

-et

et

-haet

 
圖 5.2.4 紙上剪力圖起始解 

資料來源：Richards, P. I, "Shock Wave on the Highway," Operations Research 4(1), 42-51,1956. 

 
 

由移動量知，向後的起動波速大於停止波速(因為 ha<1)，即在某一時間 t0，

兩波將交會，如圖 5.2.5，會合的時間可由兩波的公式求解，公式分別為： 

向後起動波：x=-et (5-2-10) 

向後停止波：x=-hae×(t+R) (5-2-11) 

因此可求得 t0 為： 

a

a

a

a

h
Rh

ehe
eRht

−
=

−
=

10  (5-2-12) 
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圖 5.2.5 向後起動波追上向後衝擊波瞬間 

 

向後兩波一旦相交後，求解即變得很困難，如圖 5.2.6。t > t0 後，原 h=1 點

的高度變成 Y，亦即成為可變水位高，且衝擊波界面可能繼續向上游挺進，亦可

能折返，重回甚而通過下游閘門處。由於如再用虛線面積以閘門為中心左右相等

的紙上試誤法求解，將相當困難與繁瑣，故改以數學解之。現假設在某種條件下

衝擊波會重回閘門處。由衝擊波公式(5-2-7)與速率在時空的變化公式得： 

dt
dLhYeV a −=−−= )1(  (5-2-13) 

 

 
圖 5.2.6 向後起動波追上向後衝擊波以後的變化 

資料來源：Richards, P. I, "Shock Wave on the Highway," Operations Research 4(1), 42-51,1956.
本圖略作修改。 
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在圖 5.2.6 中，以相似三角形定理得： 

etLz :
2
1: =  (5-2-14) 

又： 

2
1

−= Yz  (5-2-15) 

所以： 

etL
Y

2
12/1

=
−  (5-2-16) 

將式(5-2-16)代入式(5-2-13)中解微分方程式得： 

theetAL a )
2
1(2 −+= ,  t ≥ t0 (5-2-17) 

其中，A 為常數，代入起始條件 L0=et0 得： 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−= )1()

2
1(2 aaa htRhtheL  (5-2-18) 

由式(5-2-16)與式(5-2-18)可解得向後衝擊波界面任一時間 t ≥ t0 之高度 Y 值： 

t
hRhhY aa

a
)1( −

+=  (5-2-19) 

由式(5-2-18)知，當 ha ≥ 1/2 時，向後停止衝擊波將一直向後延伸而不會轉向

再重回閘門處；由式(5-2-19)知，不論 ha 大小，t 值愈大，波峰 Y 將愈趨平緩，

最後將降為 ha。 
如令 ha<1/2，且 L=0，將可得向後停止衝擊波轉向再重回閘門處之時間 tr： 

2)2/1(
)1(

a

aa
r h

hRht
−
−

=  (5-2-20) 

如閘門的封閉與開啟是週期性的，令 C 表週期長度，R 表封閉時長，G 表開啟時

長，且令 tr=G，則將存在一臨界到達水位(車密度)hc，使向後停止衝擊波能在開

啟時間 G 結束前，轉向回到閘門處，其值為： 

2
/1 CRhc

−
=  (5-2-21) 

因為閘門的水位在開啟後係保持 1/2 高的水位(飽和流率)，直到向後衝擊波

折返通過閘門處時才突然降為 ha，故如以上述方式控制閘門，則閘門處將存在一

最大流率 Fmax(令 C-R=G=tr)，由式(5-2-9)知 q=eKmaxh(1-h)，當 h=1/2，得：  
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C
RCeKF −

= maxmax 4
1  (5-2-22) 

當到達水位 ha 稍大於 hc，因向後衝擊波會繼續向上游回溯，不會折返通過

閘門處，因此通過閘門的流率將維持其最大流率 Fmax(過飽和)，此時水管上任一

點的流率在某時間可能不同，惟經無限長的時間推演後，平均流率將相同，致到

達水位將由 ha>(1- CR / )/2 漸變成 ha=(1+ CR / )/2，平均流速亦將隨水位的增

加而降低。 

5.2.3 紙上剪力圖法與車波-衝擊波法的比較 

簡單連續流模式一般稱為 LWR (Lighthill-Whitham-Richards)模式，係因

Lighthill, Whitham(1955)及 Richards(1956)各自提出的模式，不但幾乎同時期，均

係以車流守恆式出發，且均係用來描述車流巨觀的運動。事實上，如仔細比較此

兩研究的內容，並藉張家祝與許書耕(1985)採 Greenshields 巨觀水流模式更進一

步的推導，可發現二者對映、相等之處甚多，本節分析說明之。 

1.綠燈起動波追上紅燈停止波的時間 
Richards(1956)係以式(5-2-12)算出時間 t0，而依張家祝與許書耕(1985)代入

Greenshields 巨觀水流模式，Lighthill, Whitham(1955)係以式(5-1-17)算出時間 tC，

分別如下： 

Richards(1956)： 
a

a

h
Rht
−

=
10  

Lighthill-Whitham(1955)： 
aj

j

f
C kk

k
u
Lt

−
×= 1  

現證明上示兩式相同： 

∵h=K/Kmax，相當於 h=ka/kj；假設綠燈夠長，足以疏解紅燈時段所有累積的停

等車輛，即 L1 純係前一個紅燈時間中形成的等候車隊長度，而紅燈的向後停

止衝擊波為-ufka/kj(如式(5-1-12))，則 L1=Rufka/kj=Rufha，代入 tc 式得： 

01)1(
t

h
Rh

hu
hRu

t
a

a

af

af
C =

−
=

−
=  得證□ 

2.紅燈停止波在綠燈中重回停止線的時間 
Richards(1956)係以式(5-2-20)算出時間 tr，而依張家祝與許書耕(1985)代入

Greenshields 巨觀水流模式，Lighthill, Whitham(1955)係以式(5-1-23)算出時間

tmin，分別如下： 

Richards(1956)： 2)2/1(
)1(

a

aa
r h

hRht
−
−

=  
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Lighthill-Whitham(1955)： 2

2

min
a

ca
c

c

w

tw
t

xL

t
×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−

=  

現證明上示兩式相同：  

∵由式(5-1-16)、(5-1-17)知， f
c

c u
t

xL
=

−
，而 wa=uf(1-2ka/kj)=uf(1-2ha)，又

a

a
C h

Rht
−

=
1

，代入 tmin 式得： 
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)1(

1)]21([
)21(

 得證□ 

由上述比較知，Richards(1956)的紙上剪力圖與 Lighthill-Whitham(1955)的車

波-衝擊波模式，在 q=ku 模式採 Greenshields 巨觀水流模式時，二者完全相同。 

3.其他模化處理上的對映 

Richards(1956)的紙上剪力圖與 Lighthill, Whitham(1955)的車波-衝擊波在模

化處理上尚有許多完全相同的對映之處，分述如下： 

(1) 當 Lighthill, Whitham(1955)車波-衝擊波法採用 Greenshields 巨觀水流模式

時，其 q-k 曲線係以 kj/2 對稱，其重要特性包括在 k=kj/2 時，q=qmax；流

率為 0 的自由流與壅塞時發出的車波，波速分別為 uf 與-uf。對映

Richards(1956)的紙上剪力圖，其最高水位(h=1)不論巨觀水流模式為何，

均對映 k=kj，但只有巨觀水流模式為 Greenshields 時，其 h=1/2 水位方對

映最大流率，起動波向前與向後波速絕對值方會相同，如圖 5.2.7 所示。

值得說明者，Lighthill, Whitham(1955)並未限定須採為 Greenshields 巨觀水

流模式。 
 

 

圖 5.2.7 Greenshields 巨觀水流模式在 LWR 模式對映上的角色 
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(2) Lighthill, Whitham(1955)在燈號轉綠時的扇形起動模化，其向前與向後最高

速的波，各為 uf 與-uf；Richards(1956)紙上剪力圖保持閘門處水位為 1/2
不動，讓 h=0 與 h=1 水位各向前後移相同單位的處理，其向前與向後最尖

端位置的速度為 e，換算成 Greenshields 巨觀水流模式，即為 uf 與-uf。且

紙上剪力圖保持閘門處水位為 1/2 不動，其 1/2 水位高換算成 Greenshields
巨觀水流模式的密度為 kj/2，等於停止線處之車波停駐不動的處理方式，

如圖 5.2.8。 
 

 

圖 5.2.8 紙上剪力圖起動模化與扇形車波的對映 
 
 

(2) Richards(1956) 紙上剪力圖在以公式處理綠燈向後起動波追上紅燈向後停

止波的方式，相當於 Lighthill, Whitham(1955)向後停止波被綠燈向後起動

波追上後衝擊波呈曲線且向停止線回流的處理，如圖 5.2.9。 
 
 

 
圖 5.2.9 紙上剪力圖起動波追上停止波與車波-衝擊波處理的對映 
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5.3 車波-衝擊波的其他應用 

簡單連續流模式，或車波-衝擊波理論，尚有多種應用方式，本節針對車流

中出現固定障礙物及移動障礙物時的狀況，分析說明之。 

5.3.1 單向單車道的慢速車 

已知某單車道道路之車流 q-k 曲線，如圖 5.3.1 上方 q-k 圖。假設該道路上正

有一均質車流以空間平均速率 u1 運行。現分成固定障礙物與移動障礙物來分析

說明。 

1.固定障礙物 
現有一卡車由支道駛入，一進入該道路後即因故障而停車，經 30 分鐘修復

後隨即駛出主線。由於無法超車(單車道)，因此在卡車後之小客車均被迫停車，

而形成等候車隊。 
現以車波-衝擊波理論來分析，如圖 5.3.1，卡車加入後將主線車流分割成 5

個區域，由下游往上游追溯，分別為： 

(1) 原均質車流區； 

(2) 均質車流與卡車間之無車流區； 

(3) 卡車與其後之等候車隊區； 

(4) 等候車隊尾端上游區(原均質車流區)； 

(5) 卡車離開後形成的扇形車波區。 
 
如代入公式，可以解出卡車在該道路停駐 30 分鐘所形成的車隊長度，如圖

5.3.1 下方之時空圖所示。 
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圖 5.3.1 故障車在單車道上的影響 
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2.移動障礙物 
現有一卡車由支道駛入，在該道路行駛 2 公里後駛出主線。卡車速率 u2 遠

低於 u1，如圖 5.3.2 上方 q-k 曲線上之點 2。由於無法超車(單車道)，因此在卡車

後之小客車均被迫尾隨而行，而逐漸形成運動車隊。 
現以車波-衝擊波理論來分析，卡車加入後將主線車流分割成類似前例的 5

個區域。如代入公式，可以解出卡車在該道路行駛 2 公里所形成的車隊長度，如

圖 5.3.2 下方之時空圖所示。 
 

 

圖 5.3.2 慢速車在單車道上的影響 
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5.3.2 單向雙車道的慢速車隊 

Newell(1998)指出，如一輛車進入一單向雙車道道路且以低於既有車流的速

度行駛，則該車就如同一移動瓶頸，可能導致其他車輛在嘗試超越它時在其後形

成車隊。惟如令座標系統以該慢速車的速度等速移動，則車流通過該移動瓶頸問

題即可轉換成通過固定瓶頸的問題。應用此理論即可探討貨車在上坡路段對車流

造成的各種可能影響。 
為精確表示起始及邊界條件，假設在某時間 t=0 之前，車輛已在單向雙車道

公路以一穩定的平均車速 u0、密度 k0 及流率 q0 行駛。該兩個車道的車速相同，

密度 k0 及流率 q0 分表兩車道的平均值。該道路有一入口 x=0，且在 t=0 時有一慢

速車隊以車速 v*進入道路，v*< u0，該慢速車隊會在其中一車道上行駛一段距離。 
令 t=0 時已在該慢速車隊下游的車輛依原車速 u0 行駛，但在該慢車隊上游的

車輛將嘗試超越該慢速車隊而變換至另一車道。該慢速車隊可視為一移動障礙

物，但其他車輛將依諸如 Lighthill, Whitham (1955)等提出的動態理論來行駛。 
想像有一觀測者以車速 v*駛經道路，其所見公路的相對位置為： 

x*= x–v*t (5-3-1) 

此一行進中的觀測者看到的是公路上有一固定路段(在慢速車隊附近)僅剩一個

車道供非慢速車行駛。一旦慢速車隊完全進入公路，觀測者將看到一個近乎穩定

的車流通過車道遽減段(lane drop)。位於慢速車隊上游的路段，車流會由雙車道

併成單車道，位於慢速車隊下游的路段，車流會恢復成雙車道。假設車流不是以

q0 便是以單車道最大流率的方式穿過障礙物，亦即該瓶頸本身係一單車道而非交

織路段。  

1.轉入移動座標系統 
在固定座標上，假設雙車道道路及單車道道路在流率 q 與密度 k 間分別存有

某函數關係如下： 

q=Q2(k);  q=Q1(k) (5-3-2) 

如令 q*表車輛穿過速度為 v*障礙物的流率，則： 

q*=q–kv* (5-3-3) 

值得注意的是，不論是固定或移動的觀測者看到公路同一位置的密度 k 均相

同，此暗示 q*與 k 之間在移動座標上亦存有一函數關係如下： 

q*=Q2(k)-kv*=Q*2(k)；q*=Q1(k)-kv*=Q*1(k) (5-3-4) 

現以圖 5.3.3 來說明從觀測者的座標系統所見的 q*-k 曲線。假設慢速車隊的

車速小於原車流車速，即 v* < u0 ≤ uf (k=0 的自由流車速)，則 q*-k 曲線在 k=0 處



 

5-37

會有一正的斜率。隨 k 增加，q*將達一最大值(注意並非固定座標的容量值，而

係比容量略低，但在移動座標上是最大值)，然後當 k 增至 v=q/k 小於 v*時，q*
會變成負值。由於原車流車速 u0 係假設大於 v*，因而 q*的起始值，q*0 = q0 – kv*，
仍係正值。當 k=kj，其速率原為 0，但在移動座標上斜率為 0-v*=-v*，此即圖 5.3.3
上標註斜率=v*的線。 

 

 
圖 5.3.3 移動座標系統上的流率-密度關係 

資料來源：Newell, G. F.,”A Moving Bottleneck,” Transportation Research 32B(8), 1998. 

 
由於守恆公式在移動座標系統及固定座標系統均有效，因此轉入移動座標

後，原移動障礙物的問題變成一早為眾所皆知的，雙車道公路流率為 q*0 的車流

嘗試通過某固定路段縮減為單車道的問題。茲說明如下： 
如到達流率 q*0(圖 5.3.3 中以點 0 表示)小於單車道最大流率(容量)，則該流

率亦係穿過單車道路段時的流率，而其在單車道路段上的密度將由單車道 q*-k
曲線所決定(如圖 5-3-3 中以點 1 對應的密度)。事實上，流率 q*0 在單車道 q*-k
曲線上有兩個可能的密度(一為非壅塞，另一為壅塞)，但在移動座標上，如點 0
的車波速(即雙車道 q*-k 曲線在點 0 的斜率)為正，則單車道 q*-k 曲線上其對應

的車波速亦應為正，為非壅塞狀況，如圖 5.3.3 中的點 1 (其在單車道 q*-k 曲線

上的斜率為正)。 
相對的，如起始狀態係圖 5.3.3 中的 0′ (q-k 曲線右側，為非穩定的壅塞車流)，

即在移動座標上車波速為負，則其在單車道路段對應的交通狀態必亦有一負的車

波速，如圖 5.3.3 中的點 1′。此種狀態，在下游有瓶頸致起始車流受限時確會發

生。當慢車隊進入公路，雖然通過慢車隊的流率為 q*0，但由於此種狀況下流率

的任何變異將由其下游而非上游的交通條件來決定，亦即慢車隊並非重點，故不

再討論。  
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當到達流率 q*0 大於單車道最大流率時，如圖 5.3.2 的點 0″，此時公路會有

何種變化? 傳統的說法是通過單車道路段的流率應調成與圖上點 1″相同的最大

值，慢速車隊鄰接上、下游路段的交通狀態將分別如點 2(上游出現壅塞)與點 3(下
游以 q*3 疏解)所示。在由 0″表示的到達流率碰上慢速車隊尾端時將產生向上游

回溯的壅塞衝擊波，且該衝擊波速(在移動座標上)為 0″至 2 兩點連線的斜率；同

時亦會有向慢速車隊下游運動的扇形疏解稀釋波族，表示車輛超越慢速車隊後追

趕未被慢速車隊阻礙的車輛。該扇形稀釋波族前緣的波速將為 3 至 0″兩點連線

的斜率。 
圖 5.3.4 表示在以 v*等速移動的時空座標上，慢速車隊及其造成向前、向後

兩衝擊、稀釋波的運動軌跡。圖中，慢速車隊係有長度的，觀測者站在慢車隊的

頭車上，看到由支道進入公路的慢速車隊像向後拉長的列車，如圖中的 1″帶，

慢速車隊假設在 x=0 (x* =-v*t)處沿圖 5-3-4 中的 a-b 線(由支道)進入公路，在點 b，
慢速車隊尾端已完全進入公路，此後，慢速車隊的頭尾會在移動座標上固定不動。 

當慢速車隊最前端一進入公路即將其車道完全封鎖(在固定座標上)，導致很

快形成阻礙車流的移動障礙物(由 a 點向 c 點延伸)，其速度，除向上游的壅塞衝

擊波速外，另要加上車隊向上游加長的速度。當慢速車隊尾部完全進入公路且整

隊開始向前移動時，向上游的就只剩壅塞衝擊波，此時係反映在圖 5.3.4 的 b 點

處發出車隊長度不再加長的信號波。其追到向後停止波後，即令原向上游的衝擊

波降速(時空圖上斜率減緩)，如圖 5.3.4。此最終形成的衝擊波分隔到達流與慢速

車隊。 

2

0"

1"

3

b

a t

0"

x*

c

 

圖 5.3.4 移動座標系統上的衝擊波軌跡 
資料來源：Newell, G. F.,”A Moving Bottleneck,” Transportation Research 32B(8), 1998. 

2.轉回固定座標系統 
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由於慢速車隊的車速 v*影響整體車流的型態，且原 Q2 與 Q1 關係式與 v*無
關，因此將之轉換回固定座標系統有助於瞭解車流的變化。圖 5.3.5 的上圖係將

圖 5.3.3 中的流率外加 v*k 值(注意，圖上可清楚看出 1″點不是一車道路段的容量

點)而轉換過來，線 0-1、0′–1′,與 3-1″-2 現在均有斜率 v*，特別的，線 3-1″-2 是

以斜率 v*切於一車道(1-lane)的 q-k 曲線，這是該研究最特別之處。 
圖 5.3.5 的下圖顯示圖 5.3.4 移至固定座標上的車波-衝擊波軌跡。首先，慢

速車隊的頭車一進入公路，即相當於在 x=0 處設下固定不動的瓶頸，故從 t=0 起，

在 x=0 處即向上游發出 0″-4 連線代表的停止波，至慢車隊尾完全進入公路後，

車隊尾端開始以 v*向前行駛，故會發出一起動波，至抵達向後停止波後，向後

停止波改向前，直至等速為止。 
對公路某特別的路段，即便已知 Q2 與 Q1 的關係，仍尚有二個需要考慮的參

數，即 v*與到達車流率 q0 (點 0″)。對任何 v*，如衝擊波軌跡 0″-2 有一正的速率

(點 0″較點 2 流率小)，則車輛通過圖 5.3.5 下圖區間 2 時會被延滯，但理論言，

這些車輛將在行駛區間 3 時逐次恢復其時間的損失，至抵達稀釋波線 3-0″時完全

恢復。然而更有趣的是，狀態 0″的流率高於點 2(例如慢速車隊的車速更慢)，因

為如此一來其由 0″-2 的衝擊波速將為負，屆時通過 x=0 的流率將與點 2 有關，

此時點 2 的流率可解釋為受限制的容量(restricted capacity)(係大於一車道道路的

最大流率)。 
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圖 5.3.5 固定座標系統上的衝擊波軌跡 

資料來源：Newell, G. F.,”A Moving Bottleneck,” Transportation Research 32B(8), 1998. 
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5.4 本章小結 

簡單(一階)連續流模式是Lighthill, Whitham(1955)與Richards(1956)在同一時

期提出者，一般稱之為 LWR (Lighthill-Whitham-Richards)模式。本章分析說明，

如巨觀水流模式採 Greenshields 模式，則 Lighthill, Whitham(1955)的車波-衝擊波

理論與 Richards(1956)的紙上剪力圖法確實係一對一對映，此係相關研究所忽略

的。而由此結果知，各種巨觀水流模式中，物理特性最像水流的當屬 Greenshields
模式。然而駕駛行為一般比水流複雜得多，亦即現場調查車流參數建立的巨觀水

流公式，會與 Greenshields 模式有程度不等的差異，惟不論如何，Greenshields
模式具備簡單與易於操作性，仍係車流數學模化上重要的分析模型。 

簡單連續流模式是巨觀車流模式會動的最基本模式，雖然本章已提出其能應

用在車流行為最複雜的號誌交岔路口的模擬，及其他道路受重車干擾的管理實務

上，惟其過於簡單的特性一直為研究者所詬病，其中爭議最大者，在於其對衝擊

波沒有寬度的模化，致車輛穿越衝擊波時會瞬間改變車速，隱含其間加減速率無

限大的問題，這亦係後續相關研究致力研發高階連續流模式的主因。 
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第六章  高階連續流模式 

前章介紹簡單連續流模式(simple continuum model)，是車流巨觀模式會動的

最簡單型式。其缺點是，只巨觀模化車流在均衡狀態下的運動，交通的變化被模

化成從一個均衡狀態變成另一個均衡狀態，不能模化非均衡車流。本章要介紹的

高階連續流模式(high-order continuum model)，不但能巨觀模化車流均衡狀態下

的(等速)運動，亦能模化非均衡時的(加減速)運動，這才是與微觀跟車模式一對

一對映的巨觀車流模式。 
本章不同於前章的圖解方式，而係以數學來呈現各種連續流模式的特性。依

由簡至繁順序，先回顧前章已介紹的簡單連續流模式作為暖場，再介紹較為複雜

的高階連續流。 

6.1 簡單連續流模式 

由第五章的分析說明知，簡單連續流模式係Lighthill與Whithman及Richards
所提出(簡稱 LWR 模式)，所描繪的是車流的均衡狀態，除停車起動的扇形波模

化外，一般無法模化車流加減速過程，或壅塞時走走停停等的非均衡狀態。 
數學上 LWR 模式屬一階準線性偏微分方程式，其所模化的車流包含守恆式

與車流狀態式(速率-密度或流率-密度式)，將車流狀態式代入守恆式後，只需求

解一個只含密度變數的偏微分式，其解可得車流在道路上任一點、任何時間的密

度(及換算得的速率與流量)值，可用以瞭解交通系統的狀態，進而量測其效用，

如延滯、停車數、旅行數、旅行時間等。 

6.1.1 簡單連續流模式的定式 

LWR 簡單連續流模式係由守恆式及車流狀態公式聯立組成，其數學式及特

性如下： 

1.連續流的守恆式 
由第五章式(5-1-5)知，連續流的守恆公式如下： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

x
q

t
k  (6-1-1) 

如有流入或流出源，例如高速公路位於交流道路段，則上式可改為： 

),,( ktxg
x
q

t
k

=
∂
∂

+
∂
∂  (6-1-2) 

上示守恆式包含兩個狀態變數-流率 q 與密度 k，及兩個獨立變數-時間 t 與
空間 x，右側 g(x,t,k)稱為車流產生項，為車輛進出道路的淨進入率。此守恆式適
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用於各種流體，當視車流如水流時，當然亦適用，惟如欲藉之決定道路任何位置、

任何時間的車流狀態，尚需代入能反映車流特性的公式，對此，簡單連續流模式

係加入車流狀態公式，即 q= f(k)(高階模式一般係加入動量項)。 

2.加入狀態公式：q= f(k) 
將 q=f(k)代入式(6-1-2)的守恆式，改寫如下： 

因為： 
dk
dq

x
k

x
q

∂
∂

=
∂
∂  (6-1-3) 

所以： =
∂
∂

+
∂
∂

x
q

t
k ),,( ktxg

x
k

dk
dq

t
k

=
∂
∂

+
∂
∂  (6-1-4) 

周志忠(1997)曾說明，上式中的 dq/dk 取決於流率 q 與密度 k 間的關係。若

二者呈線性關係 (即 dq(k)/dk=b)，且右側 g(x,t,k)項亦為密度 k 的線性函數

(g(x,t,k)=f(x,t)k)，則稱為線性一階連續流方程式 (linear 1-st order continuum 
equation)；若 q 與 k 間為線性函數，惟右項 g 卻為密度 k 的一個非線性函數(即
g(x,t,k)=f(x,t,k))，稱為半線性一階連續流方程式(semi-linear 1-order continuum 
equation)；若流率 q 與密度 k 間為一個準線性函數(即 dq(k)/dk=b(x,t,k))，而右項

為密度 k 的非線性函數(即 g(x,t,k)=f(x,t,k))，稱為一階準線性連續流方程式

(quasi-linear 1-st order continuum equation)，其分類與比較如表 6-1-1 所示。 
 
 

表 6-1-1 一階連續流方程式之分類 
類別 線性 半線性 準線性 

波速 b
dk

kdQ
=

)(  b
dk

kdQ
=

)(  ),,()( ktxb
dk

kdQ
=  

淨進入率 g(x,t,k)=f(x,t)k g(x,t,k)=f(x,t,k) g(x,t,k)=f(x,t,k) 

例題說明 

030 =+ xt kk  
描述波速固定(30)，淨進入

率固定(0)之車流狀況 

kkk xt =+ 30  
描述波速固定(30)，淨進入

率隨密度變動( k )之車流

狀況 

0=×+ xt kkk  
描述波速隨密度變動(k)，淨

進入率為 0 之車流狀況 

資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩士論

文，1997。 
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式(6-1-4)只剩一個狀態變數 k 未知，可解析求解。令 dq/dk=c(k)，稱為波(聲)
速，並只考慮無流入、流出的封閉路段(g(x,t,k)=0)，則上式可簡化成： 

0)()( =+=
∂
∂

+
∂
∂

xt kkck
x
kkc

t
k  (6-1-5) 

q=f(k)如係採 Greenshields (1935)模式，則上式可改寫為： 

021 =
∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

∂
∂

x
k

k
ku

t
k

j
f  (6-1-6) 

式(6-1-6)即為一 LWR 模式。表 6-1-2 所示者則為代入不同水流模式(stream 
models)導得的簡單連續流模式。由表知，流體守恆式代入各種水流模式而成的

一階連續流模式，均為一階準線性偏微分公式。 
 
 

表 6-1-2 設定不同水流模式之 LWR 連續流模式 

研究者 水流模式 連續流模式 

Greenshields(1935) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

j
f k

kuu 1  021 =
∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
k

k
ku

t
k

j
f

 

Greenberg(1959) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
k

uu j
o ln  0ln

2

0 =
∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

∂
∂

x
k

k
k

k
k

u
t
k

j

j  

Underwood(1961) )/( 0kk
f euu −=  01

0

/ 0 =
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂ −

x
k

k
keu

t
k kk

f
 

Drake, Schofer, May (1967) 2/)/( 2
0kk

f euu −=  01
0

2
2/)/( 2

0 =
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂ −

x
k

k
keu

t
k kk

f

Drew(1968) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

+ 2/)1(

1
n

j
f k

kuu 0
2

31
2/)1(

=
∂
∂

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛+
−+

∂
∂

+

x
k

k
knu

t
k

n

j
f

Pipes-Munjal(1967) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

n

j
f k

kuu 1  0)1(1 =
∂
∂

⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+

∂
∂

x
k

k
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t
k

n

j
f

註：u=車流速度；k=車流密度；uf=自由流速率；kj=壅塞密度；u0=臨界速率；k0=臨界密度。 
資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩士論

文，1997。 
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6.1.2 簡單連續流模式的數學解 

Zhang(2007)指出，LWR模式在數學領域中屬良好的雙曲線型(hyperbolic type)
偏微分方程(PDE) (凡屬雙曲線型 PDE 者，其特性根須為實數而非虛數)，可由適

當的起始/邊界條件求解。LWR 模式的解析解包含弱解，數學意義是指除了沿某

特殊路徑外，函數 (k,q)(x,t)均滿足式 (6-1-5)的守恆式，而此特殊路徑稱為

Rankine-Hugoniot (R-H)條件，本身亦係一守恆式：  

lr

lr
lr kk

kqkq
c

−
−

=
)()(  (6-1-7) 

由上式知，R-H 條件會產生一個不連續介面(衝擊波)，其移動速度為 clr。 
事實上，Zhang(2007)指出，LWR 模式的解析解亦係黎曼問題(Riemann 

problem)的解，係一種特殊起始值問題，其起始值稱為黎曼資料(Riemann Data)，
係由一跳躍(single jump)界面分隔的左右兩常數狀態 kl , kr≥ 0 組成： 

⎩
⎨
⎧

>
<

==
0
0,

)0,(
, xk

xk
txk

r

l  (6-1-8) 

黎曼問題的解，不是衝擊波(shock wave)，便是滑順的稀釋波(rarefaction 
wave)，如圖 6.1.1 所示： 
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圖 6.1.1 黎曼問題的解 
資料來源：Zhang, H.M., “Revised Chapter 5 of Traffic Flow Theory Monograph,” 2007. 
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Zhang(2007)指出，黎曼問題的解會是衝擊波的條件，稱為極大熵條件

(entropy condition)，如下式所示： 

cl  >  cr (6-1-9) 

由上式知，LWR 模式滿足極大熵條件者係上游波速大於下游，即下游較上游壅

塞。當下游密度大於上游時，亦即交通沿車行方向逐漸壅塞時，LWR 模式有唯

一的弱解，可導出確定的衝擊波，如圖 6.1.2 所示： 
 

 

圖 6.1.2 黎曼問題的衝擊波解 
資料來源：Zhang, H.M., “Revised Chapter 5 of Traffic Flow Theory Monograph,” 2007. 

 
當下游密度小於上游時，就存有眾多的弱解，欲在其中挑出符合車流意義

者，亦須滿足極大熵條件，LWR 滿足極大熵的解(Entropy-satisfying Solution)係
以兩密度區為邊界作漸變的幅射扇形波，如圖 6.1.3 所示： 

 

 
圖 6.1.3 黎曼問題的扇形波解 

資料來源：Zhang, H.M., “Revised Chapter 5 of Traffic Flow Theory Monograph,” 2007. 

 
而由前章紙上剪力圖與車波-衝擊波的分析知，扇形展開是車流不受限制的

表現，例如將明渠水流的閘門封閉一段時間再驟然打開，即可觀察到其水流向下

游傾瀉的行為，模化上即予扇形展開，而這種結果，亦可以求解黎曼問題獲得。 
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6.1.3 簡單連續流模式的特性 

LWR 簡單連續流模式有許多特性，有些是顯現在外的，有些則係隱含的，

分述如下： 

特性 1：車波  
密度的微變量為： 

dx
x
kdt

t
kdk

∂
∂

+
∂
∂

=  (6-1-10) 

可得密度的全微分為： 

dt
dx

x
k

t
k

dt
dk

∂
∂

+
∂
∂

=  (6-1-11) 

如令 dx/dt =c，即速率(dx/dt)等於某交通狀態下的車波時，式(6-1-11)即等於

式(6-1-5)，致 dk/dt=0，亦即隨(車)波逐流來觀測密度隨時間的變化時，可發現密

度根本沒有改變。此一特性的功用是，如已知某定點的起始密度，即可從該定點

沿該起始密度對映的車波軌跡推知其所經各處的密度。此一車波軌跡稱為 LWR
模式的特性根曲線，而 c 稱為 LWR 模式的特性根速率，只要密度不變，沿其特

性根曲線的斜率就會維持不變，故該特性根曲線係一條直線。 

特性 2：車速～衝擊波、車波 
LWR 模式的衝擊波速 clr、車波速 c，與車速 u 間的關係為： 
 

u=q/k ≥ c =dq/dk 

u(kl),u(kr) > clr 
 

即車速不小於車波與衝擊波。換言之，如車波與衝擊波分表車流輕微與劇烈擾動

的傳遞，則對駕駛者而言，該擾動訊息均係迎面而來(前方)，而不會由駕駛者後

方傳來，亦即「車流擾動訊息係以逆車行方向傳播」。 

特性 3：隱含的加速度公式 
速度在時空坐標上的微變量可寫成： 

dx
x
vdt

t
vdv

∂
∂

+
∂
∂

=  (6-1-12) 

上式的意義為： 

(1) 時間變量：來自車輛自身的動能變化，在平坦道路上踩油門或煞車(加減

速度)時，坐在駕駛座上可看到速率表隨時間的變化； 
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(2) 空間變量：來自道路變化，如上下坡，或鋪面平整度不一等，即便不踩油

門或煞車，車速都會隨空間而改變。 
 
依式(6-1-12)知，加速度可寫成下示的偏微分式： 

x
vv

t
v

dt
dx

x
v

t
v

dt
dv

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=  (6-1-13) 

LWR 模式的速度恆為均衡車速，即 v=u=ve，因此： 

t
kv

t
k

k
v

t
k

k
v

t
v

e
e

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ' ，同理  

x
kv

x
v

e ∂
∂

=
∂
∂ '  (6-1-14) 

式(6-1-13)的加速度公式因而可改成密度的函數： 

x
vv

t
v

dt
dv

∂
∂

+
∂
∂

= ⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
x
kv

t
kv

dt
dv

ee'  (6-1-15) 

由車流守恆公式，加上 q=kve恆等式得： 

( )
x
kkuu

x
k

dk
dq

t
k

ee ∂
∂

−−=
∂
∂

−=
∂
∂ '  (6-1-16) 

代入(6-1-15)得： 

x
kkv

dt
dv

e ∂
∂

−=
2'  (6-1-17) 

上式即 LWR 模式隱含的加速度公式，事實上在第五章 5.2.2 節紙上剪力圖

式(5-2-8)即已導出與式(6-1-17)對映的 LWR 加速度公式(a=-e2h ∂h/∂x)。由上式

知，在 LWR 模式的模化下： 

(1) 車流的加速度係空間上密度梯度的函數(與時間無關)； 

(2) 在穿過衝擊波前，因密度維持相同(∂k/∂x=0)，故加速度為 0；穿過衝擊波

後，因密度亦維持相同(但與穿過衝擊波前者不同)，故加速度亦為 0； 

(3) 因衝擊波的寬度幾乎為 0，故穿過衝擊波的瞬間，密度在極短距內突增，

∂k/∂x=∞，亦即車輛係以負無限大的加速率穿過衝擊波。 

6.1.4 簡單連續流模式所遭受的批評 

Daganzo(1997b)對 LWR 簡單連續流模式有以下的評論： 

(1) 不考慮駕駛人間的差異 
LWR 模式因並未區分快速與低速駕駛，故不適合描述稀疏車流。好的車
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流模式則應能追蹤快速與慢速車的行動，及其間的互動。 

(2) 衝擊波的結構 
LWR 模式的衝擊波沒有寬度，亦即沒有緩衝區間，車輛進入衝擊波會瞬

間改變車速，暗示有無限大的加速率。實際狀況，衝擊波是有寬度的，亦

即有一個幾輛車長度的緩衝區供車輛以有限減速率變化其車速。惟

Zhang(1998)認為，只要加速率不是主要描述的對象，則缺少衝擊波的結

構並不構成 LWR 模式的缺點，因為比起所模化公路的長度，長不過幾輛

車的衝擊波寬度似可忽略，實證上亦顯示確為如此。 

(3) 等候車流內部的向前移動波 
LWR 模式只有一個車波家族以 dq/dk 速度行動，因波速恆低於車速，故這

些波永遠是逆著車流行進方向。惟早期研究隧道車流時發現，實際車流中

存有不同型態的波。Edie, Baverez(1967)指出：「車流些微變化並非以 q-k
曲線上的切線定出的車速(即波速)在擴散，而是在達飽和流之前以接近車

速或僅略低於車速的速率行進，當達飽和時，會突然改變行進方向」。此

一觀察指出除了有一個逆車流行進方向的車波家族外，至少另存在一個順

車流方向的車波家族，即便在壅塞狀態亦係如此。 

(4) 交通的不安定性(instability) 
這個缺點，比起前三類，可能是最嚴重者。LWR 模式永遠是安定的，任

何車流擾動，不論大小，均會沈寂，換言之，遵循 LWR 的駕駛法則對外

來的刺激總能做出適當的反應，亦即駕駛者總能正確的管理其車速，以吸

收掉外來的擾動。從理論觀點言之，這表示 LWR 模式隱含駕駛者對外來

刺激的反應時間為 0 的假設。實際上，駕駛者對外來刺激的反應有其延遲

時間，且不是每次都非常精確，導致有些擾動在沿車流傳遞時可能被放

大，致交通走走停停，且延續數個小時。 
 

Zhang(1998)對 LWR 模式有以下的評論： 
(1) 無限大的加減速 

由加速度公式知，LWR 模式預測車輛係以無限大的加減速率穿過衝擊波； 

(2) 以均衡狀態模化所有交通狀態 
LWR 模式假設均衡車流的 ve-k 關係亦適用非均衡交通。惟實際上，車流

甚少處於均衡狀態。車流的動態主要係由駕駛者接受各種前方剌激之對應

行為組成，而駕駛者一般係向前看，對前方車況的反應則一般需反應時

間，即車流的動態來自駕駛對前方車況的預期(anticipation)與其行車慣性

(inertia)間之交互作用，很少能維持長時間的等速。 
 
由以上的回顧分析知，LWR 連續流模式早在 50 年代中期已發展出來，此種

模式，只要邊界與起始條件確定，即可推算出任何時空點上車密度的解析解，透
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過 u=f(k)，q=ku 關係，即可求得車流三個參數值在時間上的變化。惟此種模式

有一個很大的缺點，即會在兩交通狀態區間形成無寬度的衝擊波，理論上隱含車

輛會以無限大的加減速率通過不同的交通狀態區，此相當不合理，亦係後續相關

研究積極想發展高階模式予以改善的原因。 

6.2 高階連續流模式的發展 

為解決 LWR 模式許多理論上的缺點，相關研究不斷進行改良，最主要的，

即係發展高階連續流模式。本節首先簡要回顧高階連續流模式的發展沿革，及說

明其中遭遇到的瓶頸與困境，再說明近年來車流研究者克服前述困境的研發成

果。 

6.2.1 高階模式的的研發 

Lighthill, Whitham(1955)是最早對一階連續流模式提出高階改良者，其建議

的定式為： 

LW 模式： 0=−++ xxttxt DqTqCqq  (6-2-1) 

其中，C 為傳導速度(convection speed)，T 為反應時間常數，D 為消散係數(diffusion 
coefficient)。對上示高階模式，Lighthill, Whitham (1955)自認在當時仍屬早熟之

作，後續亦沒有相關研究接續改良。 
由於一直沒有堅強的實證研究來支持上述改良建議的成效，連續流模式的高

階改良便一直延宕而無明顯發展。直至 Payne(1971)提出高階模式，其後

Whitham(1974)亦提出類似理論(惟並未參考 Payne 的研究)，後人稱之為 P-W 模

式，方開啟其後 20 餘年的大量研究，包括討論高階模式的數學特性，或提出模

式的變體，或延伸發展更複雜的模式，以及提出近似解數值分析方法等。 
Payne(1971)與 Whitham(1974)的 P-W 模式係從跟車的論點導出一個被稱為

動量公式的模式： 

P-W 模式： x
e

xt k
k
cvvvvv

2
0−

−
=+

τ
 (6-2-2a) 

其中，ve表均衡車速；c0 < 0，表聲速(車波速)，其值由
τ
μ

=2
0c 定義，μ 通常稱為

預期係數(anticipation coefficient)，τ 稱為鬆弛時間(relaxation time)。值得說明者，

加入預期項係 Payne 後來才補充的，其建議公式為： 

dk
kdve )(

2
1

−=μ  (6-2-2b) 
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式(6-2-2a)的左側實際係下示加速度公式(如式(6-1-13))： 

加速度公式：
x
vv

t
v

dt
dx

x
v

t
v

dt
dv

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

= xt vvv +=  (6-2-3) 

由式(6-2-3)可瞭解，P-W 高階連續流模式本質上雖與微觀跟車模式同為加速

度公式，惟與微觀跟車模式針對個別車輛的行為不同，P-W 模式的加速度係針對

一整條車流的總體(巨觀)運動行為。 
P-W 模式可謂高階連續流模式的基準模型，後續相關研究大多維持式(6-2-2a)

左側不變，只針對其右側的因素提出不同的延伸或改良，包括： 

Ross(1988)： 
τ

vv
vvv f

xt

−
=+  (6-2-4a) 

Kühne(1984,1989)： xxx
e

xt vk
k
cvvvvv γ

τ
+−

−
=+

2
0  (6-2-4b) 

其中，vf 表自由流車速；vxx 為速度對空間的第二階導數，主要功能係令衝擊波有

寬度，亦即車流從低密度區至高密度區會出現密度漸變帶。 

6.2.2 高階模式的的困境 

自 Payne(1971)提出基本型的高階模式後，歷經 20 餘年的發展，至 1995 年

Daganzo 提出一篇以輓歌為名的論文(篇名為“Requiem for Second-Order Fluid 
Approximations of Traffic Flow”)，嚴厲批判過去的高階模式幾乎都犯了相同的錯

誤，如： 
(1) 巨觀車流的研究學派認為交通流可以巨觀描繪成可壓縮液體，而車輛可以

如同分子顆粒般模化，至於是否符合人類實際的駕駛行為，並不重要； 

(2) 一些專有名詞，如氣體運動理論 (kinetic theory of gases)的鬆弛時間

(relaxation time)與氣體動力學(gas dynamics)的黏性效果(viscosity effects) 
等，常在相關文獻中出現，並被視為交通原有且係高階模式必須掌握的特

性。這樣的作法忽略了車輛在車流中與分子在氣體中的特性截然不同，結

果，所建立的模式不免會產生奇異的車流行為。例如大部分所謂的改良高

階連續流模式，都隱含「車流會倒車後退」的理論錯誤。 
 

上述批判中，最嚴厲的，當屬「車流會倒車後退」一點。對於簡單連續流而

言，雖然缺點包括會產生無寬度的衝擊波，致車輛係以無限大的加減速率穿越該

界面，相當於由一種車流狀態瞬間進入另一種車流狀態，且整個模式全係以均衡

的車流狀態(即車速均為等速)來模化，但並不會出現令車流向後退的錯誤。高階

連續流模式為改良簡單連續流模式的缺點，換來的卻是會產生車流倒車後退更嚴

重的缺失，如圖 6.2.1 所示。 
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而依理論推估，下列組成項可能係導致高階模式車流倒車後退的主因： 
(1) 預期項(anticipation) 

Daganzo(1995)指出導致高階模式產生負的車流速的主因，係模式中的預

期項會產生負的特性速度，而負的特性速率可能會導致負的車流速； 

(2) 黏性項(viscous)/擴散項(diffusion) 
發展高階模式的動機之一係排除衝擊波無寬度的問題，加入高階的空間導

數 kxx, vxx 項可令衝擊波有寬度。一般稱此種含 kxx, vxx 項的為具黏性高階模

式，不幸的是，含黏性者通常亦可能會令停止車流倒車後退。 
 
 

 

LWR 模式衝

擊波無寬度 

 

t=0，起始狀態： 
1.無到達車流 
2.有一等候車隊 

t > 0 
1.車隊維持不變 

 ⇓  

高階連續流

的改良結果 

 

t=0，起始狀態： 
1.無到達車流 
2.有一等候車隊 

t > 0 
1.原車隊向後退 

圖 6.2.1 高階連續流模式會令車隊倒車後退範例 



6-12 

6.3 高階模式的改良 

自 Daganzo 在 1995 年提出嚴厲評論後，研究方向有了明顯的改變，各方均

致力於排除車流向後退的嚴重錯誤，相繼提出改良高階模式，本節重點回顧之。 

6.3.1 排除車流向後退的改良 

1. Liu 等(1998)的改良 
Liu, Lyrintzis, Michalopoulos(1998)提出新的改良高階模式： 

Liu 等模式：
τ

vvpv e
xt

−
=+  (6-3-1) 

其中，p 代表傳導(convection)與預期(anticipation)兩項，以 P-W 模式為例，其 p
函數為： 

kvp ln
2
1 2

τ
μ

+=  (6-3-2) 

該研究認為，欲使車流只能向前行駛而不倒退，且不受後方車況影響，須滿

足兩個條件，一係兩個特性速率須非負，二係兩個特性速率均不大於車流速率(此
條件可能不必要)，而滿足此兩條件的 p 函數有： 

條件 1： ,u
u
p
=

∂
∂ 0=

∂
∂
k
p u==⇒ 21 λλ  (6-3-3a) 

條件 2： ,0=
∂
∂
u
p 0=

∂
∂
k
p u==⇒ 21 ,0 λλ  (6-3-3b) 

該研究最後對滿足上述兩條件的 p 函數提出最簡單的型式，即令 p=0，依此，

可得下列改良模式： 

τ
vvv e

t
−

=  (6-3-4) 

Liu, Lyrintzis, Michalopoulos (1998)改良模式雖經證明車流確不會向後退，惟

由上式知，該模式左側缺了對空間偏微分項，整個模式只是個不完整的加速率。

速率對空間的偏微分項係反映「路」的條件，例如上、下坡路段或鋪面條件等，

這些均會令車輛產生速度的變化，缺該項，模式就必須假設「路」的條件完全相

同(例如均為平坦地形且鋪面條件相同)，只能說該改良模式是個「半殘的模式」。 
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2. Zhang(1998)的改良 
Zhang(1998)提出下列改良模式： 

Zhang 模式： xe
e

xt kkvvvvvv 2'−
−

=+
τ

 (6-3-5) 

當交通量很低時，k≈0，且 ve ≈vf，上示動量公式會退化成： 

τ
vv

vvv f
xt

−
=+  (6-3-6) 

上式即 Ross(1988)模式(式 6-2-4a)，而 Ross(1988)原號稱其模式能適用任何交通

狀況，Newell(1989)則批評該模式不具備模化車輛減速行為之機制，亦即不能模

化流量稍大的交通狀況。 
Zhang(1998)模式有一個非常優越的特性，即當 v=ve時： 

  因 
t
kv

t
k

k
v

t
k

k
v

t
v

e
e

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ' ，同理    

x
kv

x
v

e ∂
∂

=
∂
∂ '  

將之代入原模式中，Zhang 模式將退化成： 

xexete kvkkvkv 2'' )()( −=+   ⇒  xexet kkvkvk '−=+  

⇒ 0)( ' =++ xeet kkvvk   ⇒ 0
)(

=+ x
e

t k
dk
kvd

k  ⇒ 0=+ xt qk  

亦即 Zhang 的高階連續流模式達均衡時，可完全退化成 LWR 簡單連續流模式。 

6.3.2 高階連續流的通用型模式 

Zhang(1998)指出，相關研究的高階連續流模式主要的差異是預期項定義不

同，因而可以整合成一個通式如下： 

通用型高階模式： xxx
e

xt vk
k
cvvvvv γ

τ
+−

−
=+

2

 (6-3-7) 

如係 P-W 模式或 Kühne 模式，c = c0 = τμ / ；如係 Zhang 模式，c= kve′。 
茲說明上式的意涵如下： 

(1) 左側二項合併即為加速度式，第一項係駕駛人(踩油門或煞車)造成的速率

改變；第二項係路況(坡度或鋪面平整度)造成的速率改變，一般稱為傳導

項(convection)； 
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(2) 右側第一項反映駕駛人傾向(affinity)以均衡速率來調整其車速，過程需 τ 
的鬆弛時間(relaxation time)；第二項係反映交通造成的速率改變，指駕駛

人會視前方交通狀況預作車速的調整，一般稱為預期項(anticipation)；未

顯示的第三項(如 Kühne 的 vxx 項)，一般稱為黏性項(viscous)，可令衝擊波

有漸變的寬度。惟因黏性項是造成高階連續流模式產生車流向後退錯誤的

主因之一，故本研究在後續分析中暫予剔除； 

(3) 上式說明，車輛的加速度，即 vt+vvx，對旅行速度低(高)於相同密度下的

均衡速度時，會有正(負)的反應；對下游密度呈遞增狀況(kx>0)時，會有負

的反應。結果，在相同車況下，由動量公式獲得的速度通常與車流的均衡

速率不同，但其間的差異會因鬆弛效果隨時間的拉長而縮減；  

(4) 參數 τ 決定鬆弛的強度。相關文獻通常將之解釋為駕駛者的反應時間，

其值介於 1~1.8 秒。 
 

值得說明者，高階連續流模式並非只有一條公式，而是須同時滿足一階(流
體守恆式)與高階(動量公式)兩連續流公式(及車流狀態公式 q=ku)的聯立公式。亦

即高階連續流模式係由下列公式所組成： 

一階(流體守恆式)： 0)( ' =++ xeet kkvvk     (即 0=+ xt qk ，惟此時 v≠ve) 

高階(動量公式)： x
e

xt k
k
cvv

vvv
2

−
−

=+
τ

  

分析比較一階與高階連續流模式可發現，事實上，這些模式均是加速度公

式，如下所示： 

一階： 0)( =+ xt kvk  ⇒ ( ) xeexe kvvvkkv
dt
dv '2' −+−=  (6-3-8) 

高階： x
e

xt k
k
cvvvvv

dt
dv 2

−
−

=+=
τ

 (6-3-9) 

上示一階連續流模式隱含加速度的推導，係加速度公式 
x
vv

t
v

dt
dv

∂
∂

+
∂
∂

= ，代入

t
kv

t
v

e ∂
∂

=
∂
∂ ' ，

x
kv

x
v

e ∂
∂

=
∂
∂ ' ，得 )( ''

xete kvvkv
dt
dv

+= ，再代入守恆式 xeet kkvvk )( '+−= ，得

)( ''
xete kvvkv

dt
dv

+= = )()( '''
xexeee kvvkkvvv +−− ，整理可得式(6-3-8)。 

值得注意者，上示的一階連續流模式與前章的 LWR 簡單連續流模式看似相

同，其實有異。其最大的不同，是一階連續流模式允許車速非均衡，而 LWR 模

式在任何狀況下車速均須為均衡，亦即 LWR 模式隱含的加速度公式係令式(6-3-8)

中之 v=ve，致右側第二項可剔除，即得式(6-1-17)。 
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6.3.3 通用型高階連續流模式的特性 

Zhang(1998)指出，式(6-3-8)與式(6-3-9)組成的通用型高階連續流模式聯立式

可以向量 Ut+A(U)Ux=R(U) 表示：  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

τ
vv

v
k

v
k
c

kv

v
k

e

xt

0
2  (6-3-10) 

由於上示通用型高階模式的 A(U)的特性根(eigen value)為實數且可分辨(real and 
distinctive)，如下所示，因此屬嚴格的雙曲線系統： 

))(()( 222 cvcvcvv
k
c

kv
UA −+=−==  (6-3-11) 

特性根：  λ1,2 = v ± c ,   λ1 < λ２ (6-3-12) 

LWR 簡單連續流模式只有一個特性根，其車波係沿特性根傳遞，且恆由前

方接近駕駛人。高階連續流模式有三個特性根，因此有三個車波家族：第一個車

波家族屬一階模式，恆由前方接近駕駛人；第二與第三車波家族屬高階模式，分

兩個方向、兩個不同的速度，從前方以及後方接近駕駛人。 
Zhang(1998)以數學證明，高階連續流模式具安定性的條件是「第一階車波

ce 須夾在第二階車波λ1 ,λ2 (λ1 ≤ λ2)之間」，即： 

λ1 ≤ ce ≤ λ2  (6-3-13) 

6.4 高階連續流模式的比較與評論 

6.4.1 連續流模式的比較 

1. 高、低階連續流模式的比較 

相同的是，二者均屬雙曲線系統(hyperbolic system)，不同者有： 

(1) LWR 只有一個特性根：λe = ce= ve+kve′，且因 ve′(k) < 0 (速度必隨密度增加

而降低)，故λe < ve (聲波速恆低於車速)，亦即對駕駛人言，車流訊息必從

前方迎面而來。 

(2) 通案型高階模式則有二個特性根λ1、λ2：一個大於 v，一個小於 v： 

c > 0： λ1=v-c,  λ2=v+c 
c < 0： λ1=v+c,  λ2=v-c 

對駕駛人言，車流訊息除前方迎面而來以外，亦有從後方追上來者。 
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2. 不同高階連續流模式的比較 
如同時列出 Zhang(1998)模式，及 Payne(1971)與 Whitham(1974)的 P-W 模

式，可發現二者非常相似。如下所示： 

Zhang 模式： 
x
kkcvv

x
vv

t
v e

∂
∂

−
−

=
∂
∂

+
∂
∂ 2

τ
 

P-W 模式： 
x
k

k
vv

x
vv

t
v e

∂
∂

−
−

=
∂
∂

+
∂
∂ 1

τ
μ

τ
 

其主要差異在於預期項(上示兩公式之右側第二項)，Zhang 模式的預知項係

與密度成比例，而 P-W 模式則與密度的倒數成比例。這看似不重要的差異對模

式的行為卻產生戲劇性的結果。 
Zhang(1998)以一簡例比較說明。假設密度 k(x,t)在某一瞬間 t 的分布如圖

6.4.1，即空間中已形成一不動的車隊，而後續到達的車流密度甚微(但並非完全

無車到達)。 

ε=k

ε
1

=
∂
∂

x
k

 
圖 6.4.1 高階連續流模式的比較範例 

資料來源：Zhang, H.M."A Theory of Nonequilibrium Traffic Flow," Transportation Research 
32B(7),485-498, 1998. 

 
分別代入二模式可得：  

Zhang 模式： 2cvv
dt
dv e −

−
=

τ
 (6-4-1a) 

P-W 模式： 2

2
0

ετ
cvv

dt
dv e −

−
=  (6-4-1b) 

當 ε→0 時，P-W 模式右側第二項→∞，Zhang 模式則不會。而 P-W 模式為

維持產生的加減速為有限值，就需要一負無限大的車速來平衡無限大的密度梯

度，換言之，倒車流動出現了。 
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回過頭來比較 P-W 模式與 LWR 模式，同樣是密度梯度為無限大，為何 P-W
模式會出現倒車流動而 LWR 模式不會? 那是因為 P-W 模式係在有限時間 τ 內
放鬆(relaxation)，使車流恢復到平衡狀態，因此需要一很大的負車速；LWR 模式

則強迫車流在瞬間改變車速，因此需要無限大的減速率。 
此外，不同高階模式只是通用型模式中 c 的設定不同(Zhang：c=kve′； P-W：

c=c0= τμ / )，如個別代入式(6-3-12)，可得高階模式兩特性根值如表 6-4-1 所示。 
 

表 6-4-1 不同高階連續流模式的兩特性根值 
特性根 Zhang 模式 P-W 模式 

λ1 0  < λ1=ce   < v 0 > λ1=ve - τμ /  < v 

λ2 0 < λ2=2ve-ce > v 0 < λ2=ve + τμ /  > v 

註：ce=dq/dk= ve+kve′。 

 
由表 6-4-1 知，Zhang(1998)高階連續流模式的兩特性根值會夾住一階連續流的特

性根值(λ1=ce<λ2)，亦即是本質安定的模式。而 P-W 模式者則不一定，其模式是

否安定端視其參數 μ、τ 的設定而定。 

6.4.2 高階連續流模式的評論 

基於以上各節的分析說明，本研究對高階連續流模式的發展有下列評論： 

(1) 高階模式擴充了運動波模式的功能 
模式含納車流非均衡的轉變狀態(由一車流狀態轉變成另一狀態的漸近，

而非瞬間的過程)，亦含納車流的不穩定性(可描繪非均衡時的車流)。 

(2) 高階模式與低階模式並非完全不同 
例如兩類模式均存在衝擊波，而因為鬆弛，這兩種模式的解(衝擊波或稀

釋波)會隨時間的拉長而愈來愈相近，車流達穩定時，理想的高階模式(如
Zhang,1998)會與一階模式趨於一致。 

(3) 高階模式與低階模式亦有顯著不同  
高階模式有三個特性波家族，一階模式只有一個。高階模式的第一個特性

波家族與一階模式的特性波非常相似；第二、三個特性波家族則完全不

同，其中的一個波速會高於車速，因而係由駕駛者後方接近。此外，高階

模式會出現滾動波，一階模式不會，滾動波可以解釋走走停停的車流狀態。 

(4) 過去高階模式的問題  
因其第二、三個特性波家族奇特的行為，致模式的正確性受質疑。由於後

車通常不能給予前車加減速的壓力，對於單車道交通言，波速大於車速者

通常不合理。惟在多車道且允許超車的狀態，此種車波大於車速的狀態因



6-18 

為超車或將兩車道平均，是可能的。 

(5) 對 Zhang 高階模式的評論  

Zhang 高階模式不會出現車流向後退，且具內部安定性，除可以模化不均

衡的車流狀態外，當車流達均衡時更自動退化成 LWR。惟該模式仍有尚

需改進之處，即鬆弛項 τ，相關文獻通常解釋為駕駛者反應時間 T，Zhang

係以常數定式(vt+vvx+k(ve′)2kx=(ve-v)/τ)，而由微觀跟車模式的安定性分析

知，T 須隨 k 而變。可嘗試修正 Zhang 模式，令其鬆弛項 τ = τ (k)。 
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第七章  連續流模式有限差分解 

本章首先介紹有限差分的原理及有效的有限差分需滿足的條件，接著回顧求

解一階連續流模式的各種有限差分法，及實際模擬應用於一階線性與一階準線性

連續流模式的成效，最後針對 LWR 模式爭議性課題，包括產生向後衝擊波、無

限長車隊向前起動，以及獨立等候車隊是否向後退等，進行有限差分模擬。 

7.1 有限差分原理與各種差分法 

7.1.1 有限差分原理 

本節簡要說明偏微分方程式採有限差分來近似的原理。首先說明偏微分方程

的分類，其次說明差分近似的原理及其準確性，最後說明有效的有限差分應具備

的條件。 

1.偏微分方程的分類 
偏微分式(partial differential equations, 簡稱 PDE)可分成橢圓型(elliptic)、拋

物線型(parabolic)與雙曲線型(hyperbolic)三類，其名稱係以圓錐形的切面(conic 
sections)來類比，一般係以下示二元二階偏微分式來定義其類別(LeVeque, 2005)： 

gfueuducubuau yxyyxyxx =+++++  (7-1-1) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⇒>
⇒=
⇒<

−
hyperbolic
parabolic
elliptic

acb
0
0
0

42  (7-1-2) 

不同種類的偏微分式各有其所代表問題的特性與適用的解法。典型的物理問

題，如波松問題(Poisson problem)：uxx+uyy=g 屬橢圓型；熱力公式(heat equation)：
ut=κuxx (κ>0) 屬拋物線型；波動公式(wave equation)：utt=c2uxx 屬雙曲線型。其中，

拋物線型與雙曲線型問題因與時間有關，通常以 t 替代 y。 
值得說明者，不論是一階的 LWR 連續流模式，或所謂的高階連續流模式，

在分類上均屬波動公式的一種，亦即均屬雙曲線型。 
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2.差分近似的原理及其準確性 
微分方程式一般只有少數可獲得解析解(analytic solutions)。有限差分法係以

有限差分式(finite difference equations, 簡稱 FDE)來近似微分式，使許多微分方程

可以近似求解。 
LeVeque(2005)以一簡例說明有限差分如何近似求解微分方程，亦藉之說明

近似解的準確性階數(the order of accuracy)。令 u(x)表一個可微分的單變數函數，

x0 為一特定點。假設欲以有限差分法，以 x0 週邊有限點的 u 值來近似求解 u′ (x0)，
則可選擇下示方式： 

h
xuhxu

xuD
)()(

)( 00
0

−+
≡+  (7-1-3) 

其中，h 表一微量值。採用上式的原因，係微分導數的標準定義原本就是寫成 h→0
的型式。值得注意的是，D+u(x0)實際上係 u(x)曲線上連接 x0 與 x0+h 兩點弦線的

斜率，如圖 7.1.1 所示。 

 
圖 7.1.1 單變數函數差分近似範例 

資料來源： LeVeque, R. J., “Finite Difference Methods for Differential Equations,” University of 
Washington, 2005. 

 
式 (7-1-3)只評估了 x ≥ x0 的部分，因而係對 u′(x0)的單邊近似 (one-sided  
approximation)。同理，亦可採用另一種單邊近似方式： 

h
hxuxu

xuD
)()(

)( 00
0

−−
≡−  (7-1-4) 

上述這兩種近似方式對 u′(x0)均僅有一階準確性(first order accurate)，其誤差

大約與 h 的大小成比例。 
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亦可採用所謂的中心近似(centered approximation)，即： 

( ))()(
2
1

2
)()(

)( 00
00

00 xuDxuD
h

hxuhxu
xuD −+ +=

−−+
≡  (7-1-5) 

上式係 u(x)曲線上連接 x0-h 與 x0+h 兩點弦線的斜率，亦係前述兩種單邊近

似的平均。而由圖 7.1.1 可看出，中心近似的斜率更接近 u′(x0)，即較任何一種單

邊近似要來得精確。事實上，這種近似有二階準確性 (second order accurate)，其

誤差大約係與 h2 的大小成比例，因此當 h 很小時，二階準確性近似的誤差會較

一階者小很多。 

3.有效的有限差分應具備的條件 
連續流模式係有時間與空間兩變數的偏微分式，其設定變數微量值的作法係

將微分解的時空(t ≥ 0, -L < x < L)離散化，一般係切割成網格狀，如圖 7.1.2 所示。

惟在求解連續流模式時，並非只是將連續變數及其導數轉換成離散型即可，對於

雙曲線系者特別是如此，因為這類模式即便起始資料很平順，亦可能產生不連續

解，甚或產生衝擊波(波方向可能與車流向相反)，而衝擊波的存在，尤其當切割

得愈來愈細時，對於發展有效的數值近似解將是一大挑戰。 
 

xj=jh,  j=0,±1, ±2,…,±L/h 
tn=nb,  n=0, 1, 2,…, T/b 
h≡Δx，b≡Δt  

圖 7.1.2 差分的時空網格狀切割 
 
Zhang(2007)指出，任何有效的數值近似均應滿足以下三個條件： 

(1) 一致性(consistency)：只要 h, b 夠細，有 FDE 式就會接近原始 PDE 式； 

(2) 安定性(stability)：有限差分產生的誤差，不會隨時間增加而增加； 

(3) 收斂性(convergence)：h, b 愈趨近 0，有限差分的極限解會愈趨近原始偏微

分式的正確值。 
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Zhang(2007)說明，有一種特殊的雙曲線 PDE 式，稱為守恆型(conservation 
form)，其有限差分近似特別能符合上述三個條件。此種特殊的守恆型，可寫成： 

Ut+F(U)x=R(U) (7-1-6) 

如係一階連續流模式的黎曼問題，上式可寫成 Ut+F(U)x=0。 
上式之所以稱為守恆型，係因其來自下列的流體守恆現象： 

∫∫∫ =+
∂
∂

∂ LLL
dxURdxUFdxtxU

t
)()(),(  (7-1-7) 

例如車流在一路段上的狀況可寫成： 

∫∫ =−+
∂
∂ 2

1

2

1

),(),)((),)((),( 12

x

x

x

x
dxvkrtxkvtxkvdxtxk

t
 (7-1-8) 

使用這種守恆型式可以發展出具守恆性的有限差分近似法，其優點是可以確

保衝擊波速的計算正確。而一個有限差分近似能具守恆性，須能寫成： 

),,(~),(~),(~
11

11
1

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j UUUR

x
UUFUUF

t
UU

−+
−+

+

=
Δ

−
+

Δ

−
 (7-1-9) 

其中，F~ 稱為數值通量(numerical flux)，而對車流而言，如 U 表密度，且流量係

密度的函數，則上式所謂的通量，亦即車流的流率(flow rate)。 
當一有限差分式係守恆型式時，其一致性的條件就特別簡單，只要其數值通

量函數滿足下式： 

)(),(~ UFUUF =  (7-1-10) 

亦即原由兩不同位置的 U 值(例如 Uj+1,Uj，或 Uj,Uj-1)來決定的數值通量F~，如代

入同一位置(即代入 Uj,Uj)，其值等於該位置 Uj 的原理論通量 F。 
一個具一致性的有限差分式，如滿足某特定的安定性條件，且係線性時(大

部分非線性者亦同)，必滿足收斂性，亦即其解必收斂至正確解(LeVeque, 2005)。
此安定性條件係由 Courant、Friedrichs 與 Lewy 三人所提出，一般稱為 CFL 
(Courant-Friedrichs-Lewy)條件，定義如下： 

CFL 條件：一數值分析法只有當其數值解的應變數值域(numerical domain of 
dependence) 包含偏微分方程應變數的真值域(the true domain of 
dependence of the PDE)，方會收斂(LeVeque,2005)。 

CFL 條件中所謂偏微分式應變數的值域，對一階連續流模式而言即是指其特

徵曲線的軌跡，即其車波與衝擊波在單位時間傳遞的長度；而數值解的應變數值

域則是指利用有限差分法所選取網格(grid)的單位大小。由條件內涵知，滿足 CFL
條件實際的作法係適當的時空切割(LeVeque,2005)，而對於具守恆型的連續流模
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式而言，其須滿足的 CFL 條件為：時空包前進的速度(cell advance speed)，亦即

Δx/Δt=h/b，須不小於最大特性根速的絕對值，即： 

1max ≤ih
b λ , i=1,…,n (7-1-11) 

雖然上述安定性條件並未證明亦適用非線性系統，惟由實際應用經驗得知，

許多非線性系統確亦適用。由以上的說明知，欲求得連續流模式有效的數值近

似，剩餘的工作只是找出能符合一致性、安定性與收斂性條件的數值通量函數

(numerical flux function)。 

4.建立數值通量函數 
在解釋何謂數值通量函數之前，有必要先澄清式(7-1-9)中 j

iU 代表的涵意。

假設 u(x,t)係某積分守恆式的弱解，則可將之改寫成： 

∫ ∫∫∫
+ +

−

+

−

+

−

+=+
1 2/1

2/1

2/1

2/1

2/1

2/1

)),((),(),( 1
n

n

j

j

j

j

j

j

t

t

x

x

x

x n

x

x n dxdttxuRdxtxudxtxu  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− ∫ ∫

+ +

−+
1 1 ),((),(( 2/12/1

n

n

n

n

t

t

t

t jj dttxuFdttxuF  (7-1-12) 

其中，j-1/2 與 j+1/2 分表某時空包(cell) j 的左右邊界，如圖 7-1-2 所示。如解釋 n
jU

為時空包的平均值(以車流言，即Δx 路段的平均密度)，即： 

∫
+

−Δ
= 2/1

2/1

),(1 j

j

x

x n
n
j dxtxu

x
U  (7-1-13) 

則： 

( ) ∫
+

++ Δ
= 1 )),((1,~

2/11
n

n

t

t j
n
j

n
j dttxuF

t
UUF  (7-1-14) 

表在時段(tn,tn+1)通過時空包 i 邊界 xj+1/2 的平均通量(flux)，且： 

∫ ∫
+ +

−Δ
=Δ 1 2/1

2/1

)),((1~ n

n

j

j

t

t

x

x
dxdttxuR

t
Rx  (7-1-15) 

表從源頭端在時段(tn,tn+1)流入時空包 j 的平均進流率。有這些定義後，式(7-1-7)
即可約縮成式(7-1-9)，並稱之為具守恆性的近似。 

如何找數值通量函數? 有許多方式可以建立數值通量函數，最符直覺也是最

簡單的方式係採用 Godunov 的有限差分法，該法採用時空包的平均值 n
jU 為起始

值，對時段(tn,tn+1)解出每個時空包邊界的黎曼問題局部解(local solutions)，再於

tn+1 時間集合這些黎曼問題的局部解，以式(7-1-14)予以平均而得時間 tn+2 的新起

始值。此一程序會一直重覆，直至時間達 T/Δt 為止。 
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應用上述程序，可得式(7-1-16)的 Godunov 型差分公式： 

R
x

UFUF
t

UU n
j

n
j

n
j

n
j ~)()( *

2/1
*

2/1
1

=
Δ

−
+

Δ

− −+
+

 (7-1-16) 

其數值通量函數為： 

)(),(~ *
2/11

n
j

n
i

n
j UFUUF ++ =  (7-1-17) 

而其流入流出源通量(source flus)可以下式計算： 

)
2

(~ 11 −+ +
= jj UU

RR  (7-1-18) 

變數 hLjU n
j /,,2,1,0,*

2/1 ±±±=+ L 的值可從對每一時空包邊界解一系列黎曼問

題的解而獲得。事實上，當均衡關係式 v=v*(k)已給定， n
jU *

2/1+ 是非常容易計算。 
除 Godunov 型差分法外，另可採用 Lax-Friedrichs 的中心差分法，藉之可得

下列數值通量函數： 

22
)()(

),(~ 11
1

n
j

n
j

n
j

n
jn

j
n
j

UU
t
xUFUF

UUF
+

Δ
Δ

−
+

= ++
+  (7-1-19) 

上式函數可簡單證明確符合一致性條件，且代入式(7-1-9)可導得下列之

Lax-Friedrichs 有限差分式： 

[ ] RtxUFUF
x
tUU

U n
j

n
j

n
j

n
jn

j
~)()(

22 11
111 ⋅Δ⋅Δ+−

Δ
Δ

−
+

= −+
−++  (7-1-20) 

暫先忽略流入流出源項，令式(7-1-9)左側第一項的 n
jU 改為 n

jU 1− ，其推導如下： 

式(7-1-9)： 0
),(~),(~

111
1
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Δ

−
+

Δ

− −+−
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x
UUFUUF
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n
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Δ
Δ

−=  

代入式(7-1-19) 

⇒ 1+n
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( ) ( )[ ])()(
22

1
11111

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j UFUF

x
tUUU −+−+− −
Δ
Δ

−−+=  

整理得式(7-1-20)。由此知，Lax-Friedrichs 的差分法有別於其他以前一時間格自

身時空包為基礎的作法，而係以前一時間相鄰兩時空包密度的平均來近似，故稱

之為中心差分法。 
Zhang(2007)說明，直至近年，Lax-Friedrichs 的中心差分法仍係對連續流模

式普遍採用的差分方式，最近亦被採用作高階模式的近似方法。在求解速度上，

對稀釋解，Lax-Friedrichs 差分法比 Godunov 差分法較快收斂；對衝擊波解，

Lax-Friedrichs 差分法收斂較慢。 

7.1.2 各種有限差分方式 

有限差分法除前節介紹的兩種外，依採用遞迴公式的不同，主要分為顯式法

(explicit method)與隱式法(implicit method)兩大類。周志忠(1997)說明，顯式有限

差分法在計算 t+1 時間某路段點的密度值時，可參考 t 或 t 之前時間的密度值一

步一步推算，直到整個定義域的值都求得為止，其方法類似遞迴的觀念，較為簡

單易懂；而隱式法在計算 t+1 時間的密度值時，除了參考 t 或 t 之前時間的密度

值外，還需參考 t+1 時間其他點的密度值來推估，致需藉矩陣的計算才能同時求

得整個定義域的值，其方法較為複雜。 
雙曲線型偏微分式一般多以顯式法求解，拋物線型偏微分式則多以隱式法求

解(LeVeque,2005)，由於連續流模式均屬雙曲線型，故本節僅回顧說明各種顯式

有限差分法。 

1.顯式差分的作法 
在顯式法中，依所取網格點的不同又可分為 FTFS (Forward in Time-Forward 

in Space)、 FTBS (Forward in Time-Backward in Space)、 FTCS(Forward in 
Time-Centered in Space)、Lax-Friedrichs (簡稱 Lax-F)、Lax-Wendroff (簡稱

Lax-W)、Leapfrog 及 Beam-Warming 等方法。 
由前節的說明知，欲利用有限差分法來求解連續流模式，須先將連續流模式

的偏微分方程式轉換為近似的有限差分方程式。現考慮 LWR 模式，如下所示： 

0),()(),(
=

∂
∂

+
∂

∂
x

txk
dk

kdQ
t

txk  (7-1-21) 

上式可改寫為 FTFS 有限差分式，其步驟如下： 

Forward in time ：
t

txkttxk
t

txk
Δ

−Δ+
≈

∂
∂ ),(),(),(   (7-1-22) 

Forward in space：
x

txktxxk
x

txk
Δ

−Δ+
≈

∂
∂ ),(),(),(   (7-1-23) 
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將上二式帶入式(7-1-21)中，則可得到 FTFS差分方程(其他差分方程同理可推得)： 

0),(),()(),(),(
=

Δ
−Δ+

+
Δ

−Δ+
x

txktxxk
dk

kdQ
t

txkttxk  

接下來係切割解空間，選取Δt=b，Δx=h，並定義每個格點為： 

xj=jh, j=0,1,2,… 
tn=nb, n=0,1,2,… 

則上式的 FTFS 差分方程可改寫為： 

0
),(),()(),(),( 11 =

−
+

− ++

h
txktxk

dk
kdQ

b
txktxk njnjnjnj  (7-1-24) 

再定義 ),( nj
n
j txkk = ，化簡整理式(7-1-24)，即可得 FTFS 有限差分法之遞迴公

式，如式(7-1-25)： 

( )n
j

n
j

n
j

n
j kk

dk
kdQ

h
bkk −⋅−= +

+
1

1 )(  (7-1-25) 

透過此一遞迴公式及模式的起始條件(initial conditions)與邊界條件(boundary 
conditions)，便可以一層層地計算出任何時間與地點的密度值。 

2.各種顯式有限差分法 
由(7-1-25)式不難看出，FTFS 有限差分在計算 1+n

jk 的值時必須參考 n
jk 1+ 及

n
jk ，其取點如圖 7.1.3 所示。 

 

 
圖 7.1.3 FTFS 有限差分法的格點選取 

周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所碩士論文，1997。 
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一階連續流模式的各種顯式有限差分方法，包括 FTFS、FTBS、FTCS、
Lax-F、Lax-W、Leapfrog 及 Beam-Warming 等，其有限差分式及格點選擇的方式

如表 7-1-1 所示。 
 
 

表 7-1-1 一階連續流模式各顯式有限差分式 

差分法 格點選擇 有限差分式 

FTFS 
 

( )n
j
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j
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j

n
j kk
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dk
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n
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FTCS 
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Lax-F 
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Lax-W 
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11
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Beam- 
Warming  
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n
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n
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n
j kkk

h
bdkdQkkk

h
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dk
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2
)/(43

2 −−−−
+ +−++−⋅−=

資料來源：Thomas. J.W. , “Numerical P.D.E. Finite Difference Methods,” 1995. 

 
 

3.有限差分法的收斂性問題 
7.1.1 節提及滿足收斂性的 CFL 條件，即「數值解的應變數值域包含偏微分

方程應變數的真值域」，現以 Lax-F 有限差分法為例來說明，其應變數的值域如

圖 7.1.4 所示。圖中，所有格點(grid point)均係切割 x 軸與 t 軸所有網格線的交

點，則以 Lax-F 有限差分法求算(xj,tn)點密度值時所需要用到的格點，由表 7-1-1
知，為(xj-1,tn-1)與(xj+1,tn-1)，而計算(xj-1,tn-1)點密度值時所需要用到的格點為(xj-2,tn-2)
與(xj,tn-2)，依此類推可知，求算(xj,tn)點密度值時所需要用到的所有格點均落在圖

7.1.4 中整個三角形的內部區域，該區域即稱為數值解的應變數值域；而與(xj,tn)
點相交所有特徵曲線通過的區域則稱為其解析解的應變數的值域。當特徵曲線通

過的區域落於這個三角形內，則稱此數值解法滿足 CFL 收斂條件。 
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圖 7.1.4 Lax-F 有限差分法的應變數值域 

周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所碩士論文，1997。 

 
 

收斂性問題另牽涉到時空的切割。例如 Payne(1979)限制 Δt/Δx < 22 秒/英哩

(相當於Δx/Δt > 100 公里/小時)，若時間以小時為單位而空間以公里為單位，則

時間切割數至少必須為空間切割數的 100 倍以上才會收斂。例如假設欲模擬車流

的最快時速為 100 公里/小時，現將 1 公里路段以 100 等分切割(Δx=1/100 公里)，
則 1 小時須以 1/10,000 等分切割(Δt=1/10,000 小時)，如此，則車輛在Δt=1/10,000
小時遞增時間中行駛的最長距離為 1/100 公里，恰等於Δx，換言之，車流每Δt
在空間上的運動量，均不會超出模擬時的Δx 遞增距離，而會落在鄰接的時空包

中。由此知，在大規模的路網中，此種近似解法須花費龐大的計算時間才能獲得

夠精確且符合收斂條件的數值解。 

7.2 一階線性連續流模式之有限差分模擬 

周志忠(1997)曾針對一階線性連續流模式，以各種有限差分法求解其在不同

的車流起始條件與邊界條件下之數值近似解，再與解析解比較，從而選出較好的

有限差分法，以作為求解其他連續流模式的基礎。其設定的起始條件與邊界條件

係分為連續函數與不連續函數兩類，本節重點回顧之。 

7.2.1 線性模式之有限差分式 

考慮單車道一階連續流模式，令 dQ/dk=A，A 為常數，則可定出一個線性連

續流模式如式(7-2-1)，表示整體車流不論任何狀態均是以 A 的波速等速前進。 
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0),(),(
=

∂
∂

+
∂

∂
x

txkA
t

txk  (7-2-1) 

令時空切割量Δt=b，Δx=h，則依前節的分析，可推導得單車道線性連續流模

式之有限差分式及其收斂條件，如表 7-2-1 所示。由於線性連續流模式的特徵曲

線斜率固定為 A，故每一時-空的 CFL 收斂條件均應為 1≤ih
b λ ，惟部分差分法另

有外加的特殊條件方會收斂。 
 
 
 

表 7-2-1 一階線性連續流模式各顯式有限差分式及其收斂條件 

差分法 格點選擇 有限差分式 CFL 收斂條件

FTFS 
 

( )n
j

n
j

n
j

n
j kk

h
bAkk −⋅−= +

+
1

1  1,0 ≤< A
h
bA

FTBS 
 

( )n
j

n
j

n
j

n
j kk

h
bAkk 1

1
−

+ −⋅−=  1,0 ≤> A
h
bA

FTCS 
 

( )n
j

n
j

n
j

n
j kk

h
bAkk 11

1

2 −+
+ −⋅−=  unstable 

Lax-F 
 

( ) ( )n
j

n
j

n
j

n
j

n
j kk

h
bAkkk 1111

1

2
2/ −+−+

+ −⋅−+=  1≤A
h
b  

Lax-W 
 

( ) ( )n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j kkk

h
bAkk

h
bAkk 112

22

11
1 2

22 −+−+
+ +−+−⋅−=  1≤A

h
b  

Leapfrog 
 

( )n
j

n
j

n
j

n
j kk

h
bAkk 11

11
−+

−+ −⋅−=  1≤A
h
b  

Beam-Warming 
 

( ) ( )n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j kkk

h
bAkkk

h
bAkk 212

22

21
1 2

2
43

2 −−−−
+ +−++−⋅−=  20 ≤≤ A

h
b  

資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 
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7.2.2 車流起始條件與邊界條件均為連續函數 

欲求式(7-2-1)的解析解，須有適當的車流起始條件與邊界條件。起始條件係

定義 t=0 時，道路上各點的車流密度；邊界條件則定義道路上某一固定點，如

x=0，其各時間車流密度的變化情形。 
周志忠(1997)以一階線性連續流模式為例，假設波速 A 固定為 30 公里/小

時，起始條件與邊界條件皆為連續函數，來說明各種差分法近似的結果。該研究

所舉問題並不產生衝擊波，較為單純，其各方程式如下(參閱圖 7.2.1)：  

一階線性連續流模式： 0),(30),(
=

∂
∂

+
∂

∂
x

txk
t

txk   

       起始條件： )30/exp(3040)0,( xxk −+=  

       邊界條件：  )exp(3040),0( ttk +=  

 

  
起始條件： 
假設在一個 30 公里長的單車道道路上，其起

始密度係隨 x 緩慢遞減的連續可微函數。 

邊界條件： 
假設定點 x=0 的密度為隨時間逐漸增加的連續可

微函數，時間為 0~1 小時。 

圖 7.2.1 一階線性連續流問題起始與邊界條件均連續範例 
資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 

 

解析解： 
本題的解析解可由特徵曲線法求算出，如下式： 

k(x,t) = 40 + 30exp(t-x/30)  
數值近似解： 

為瞭解各差分法與 CFL 收斂條件間的關係，可以下列不同時-空切割比來分

析比較其與解析解間的誤差(A=30 公里/小時)：(單位：Δx 為公里；Δt 為小時) 

切割比小於 A：(Δt/Δx)×A =0.50， Δx =0.6， Δt =0.010  (Δx/Δt=60 公里/小時) 
切割比等於 A：(Δt/Δx)×A =1.00， Δx =0.6， Δt =0.020  (Δx/Δt =30 公里/小時) 
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切割比大於 A：(Δt/Δx)×A =1.25， Δx =0.6， Δt =0.025  (Δx/Δt =24 公里/小時) 
模擬結果如表 7-2-2 所示。由表可以看出，在求解起始條件與邊界條件為連

續函數的線性偏微分式，各類有限差分法只要滿足解析解的應變數值域落於數值

解的應變數值域內(CFL 條件)，其數值解都會收斂穩定且與解析解十分近似。此

外，各有限差分法在不同的切割比下，會產生不同的模擬結果，而時空切割結果

恰滿足收斂條件的邊界值者(即Δx/Δt =A)，其數值解的表現最佳，誤差最小。 
 
 

表 7-2-2 起始與邊界條件均為連續函數各有限差分法的誤差評比 

切割比 差分方法 密度最大誤差 密度平均誤差 收斂 條件 

 1. FTFS 6.6×1025 2.7×1023 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2. FTBS 0.146776 0.051425 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

小 3. FTCS 3.696809 0.144678 unstable 不滿足 

於 4. Leapfrog 0.003515 0.000904 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

A 5. Lax-F 0.424556 0.149988 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 6. Lax-W 0.003528 0.000491 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 7. Beam-Warming 0.009327 0.002449 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 

 1. FTFS 4.9×1019 2.3×1017 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2. FTBS 0.000008 0.000002 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

等 3. FTCS 3009.842773 47.167297 unstable 不滿足 

於 4. Leapfrog 0.000008 0.000002 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

A 5. Lax-F 0.000014 0.000003 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 6. Lax-W 0.000069 0.000030 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 7. Beam-Warming 0.000153 0.000045 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 

 1. FTFS 4.3×1017 2.1×1015 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2. FTBS 714.174316 5.964547 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

大 3. FTCS 17919.568359 232.821991 unstable 不滿足 

於 4. Leapfrog 9847774 142915.031250 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

A 5. Lax-F 2.232188 0.066314 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 6. Lax-W 6832693 98853.804688 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 7. Beam-Warming 0.003971 0.000891 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 
資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 
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7.2.3 起始條件或邊界條件為不連續函數 

考慮以下方程式，假設波速 A 固定為 30 公里/小時，起始條件為一不連續函

數，邊界條件則為連續函數。此類問題在 x 軸密度不連續的地方會產生衝擊波，

其方程式如下(參閱圖 7.2.2)：  

一階線性連續流模式： 0),(30),(
=

∂
∂

+
∂

∂
x

txk
t

txk   

          起始條件： 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤≤

=
)(3015);/(0
)(150);/(70

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

x
x

xk  

          邊界條件： )exp(30100),0( ttk −=  
 

80

60

50

40

30

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

20

70

邊界密度
k=(0,t)

時間 (小時)
 

起始條件： 
假設在一個 30 公里長的單車道道路上，0 到

15 公里之起始密度值皆為 70 車/公里，15 至

30 公里之起始密度值為 0。 

邊界條件： 
假設定點 x=0 的密度係隨時間逐漸降低的連續可

微函數，時間為 0~1 小時。 

圖 7.2.2 一階線性連續流問題起始條件不連續範例 
 
 

值得說明者，上示邊界條件表在 x=0 處的密度係隨時間而遞減，在此種狀況

只有讓停等車隊倒車後退方有可能發生，是實務上不會出現的狀況。 
 

解析解： 
本題的解析解可由特徵曲線法求算出，其特徵曲線的斜率即為波速 A=30 公

里/小時，正確解如下所示： 
當  x-30t < 0 時，  k(x , t)= 100-30exp(t-x/30) 車/公里 
當 0 ≤ x-30t ≤ 15 時，  k(x , t)= 70 車/公里 
當 15 < x-30t ≤30 時，  k(x , t)= 0  車/公里 
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數值近似解： 
本題雖起始條件係為不連續函數，惟其分析方法與前題完全相同。切割比小

於 A (Δx=0.6，Δt=0.01)、等於 A (Δx=0.6，Δt=0.02)及大於 A (Δx=0.6，Δt=0.025) (單
位：Δx 為公里；Δt 為小時)三種模擬結果與解析解的誤差評比如表 7-2-3 所示。

由表可以看出，在求解起始條件與邊界條件為不連續函數的線性偏微分式，各類

有限差分法只要滿足 CFL 條件，其數值解都會收斂穩定且與解析解十分近似。

惟各個有限差分法在不同的切割比下，會產生與前例題相似的模擬結果： 

(1) 當解析解的應變數值域落於數值解的應變數值域內，且兩者恰好相等時

(即Δx/Δt = A，恰滿足 CFL 條件)，其模擬結果最近似解析解。 

(2) 當切割比大於 A (Δt/Δx > A)時，不滿足 CFL 條件；當切割比小於 A (Δt/Δx < 
A)時，雖滿足 CFL 條件，但數值解在密度不連續的地方會有震盪(oscillatory)
的情形發生，致誤差反較恰為相等時者大。 

 
周志忠(1997)對上述模擬結果歸納出以下評論： 

(1) 增加 x 軸或 t 軸的切割數，亦即將空間或時間切割得更細小，其模擬結果

未必愈精確，模式的精確性主要取決於Δx、Δt 與波速 A 這三者間的關係(即
是否滿足 CFL 收斂條件)。 

(2) 不管起始條件或邊界條件為連續或不連續函數，只要滿足 CFL 收斂條件，

且時空切割方式恰與 CFL 條件值相等時，其所模擬出的結果最精確。例

如 A=30 公里/小時，則Δx=0.6 公里，Δt=0.02 小時(Δx/Δt =30 公里/小時)恰
符合 CFL 條件，而Δx=0.6 公里，Δt=0.01 小時(Δx/Δt=60 公里/小時)亦符合

CFL 條件且時空切割比前者更細，但其近似解的精確度反而不如前者。 

(3) 綜合表 7-2-2 與表 7-2-3 之結果可確定，Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 這三個

差分法較佳，可用以進行後續 LWR 一階準線性連續流模式的求解。FTBS
法所求得的結果雖亦十分理想，惟其 CFL 收斂條件必須滿足波速為正，

而 LWR 連續流模式的波可能向前傳遞(波速為正)亦可能向後傳遞(波速為

負)，致 FTBS 並不適用。 
 

而由表 7-2-2 與表 7-2-3 知，Beam-Warming 差分法近似的結果不比 Lax-F、
Lax-W 及 Leapfrog 這三個差分法差，然未被周志忠(1997)選來作為後續 LWR 連

續流模式的近似求解法，該研究亦未說明其原因。事實上其漏說明的係

Beam-Warming 差分法的收斂條件係 0≤(b/h)×A≤2，因 b/h 均正，所以 A 須大於 0，
亦即與 FTBS 法額外的要求相同，均有波速須為正的限制，只是周志忠(1997)所
舉的上述二個範例其波速恰均為正的常數，並未出現 Beam-Warming 差分法不滿

足的狀況，反而呈現不錯的結果。簡言之，Beam-Warming 差分法亦不適用 LWR
連續流模式的近似求解，其原因與 FTBS 法同。 
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表 7-2-3 起始條件為不連續函數各有限差分法的誤差評比 

切割比 差分方法 密度最大誤差 密度平均誤差 收斂 條件 

 1.FTFS 3.9×1030 7.6×1027 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2.FTBS 35.000027 1.475966 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

小 3.FTCS 374477.4375 12434.767578 unstable 不滿足 

於 4.Leapfrog 52.500004 4.269337 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

A 5.Lax-F 40.468750 2.753543 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 6.Lax-W 45.530106 1.424144 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 7.Beam-Warming 38.381233 1.025928 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 

 1.FTFS 3.0×1024 1.4×1022 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2.FTBS 0.000198 0.000001 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

等 3.FTCS 205847344 3406368.50 unstable 不滿足 

於 4.Leapfrog 0.000202 0.000080 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

A 5.Lax-F 0.000008 0.000001 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 6.Lax-W 0.000389 0.000003 ⎢(b/h)×A⎢≤1 滿足 

 7.Beam-Warming 0.000175 0.000015 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 

 1.FTFS 2.7×1022 1.4×1020 A<0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 2.FTBS 2474090.0 26358.465 A>0, ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

大 3.FTCS 1.0×109 13715596 unstable 不滿足 

於 4.Leapfrog 2.5×1012 3.7×1010 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

A 5.Lax-F 14066.5 324.57 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 6.Lax-W 4.4×1014 2.9×1011 ⎢(b/h)×A⎢≤1 不滿足 

 7.Beam-Warming 59.062500 1.026638 0≤ (b/h)×A≤2 滿足 

資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 
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7.3 一階準線性連續流模式有限差分之比較 

經分析比較後，周志忠(1997)選出 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 三個差分法，

進行一階準線性連續流模式的近似求解並作比較，本節回顧說明之。 

7.3.1 一階準線性連續流模式之有限差分式 

一階準線性連續流模式即前章所稱之 LWR 連續流模式，其流量 q(x,t)與密度

k(x,t)間不是線性關係，流體守恆式如式(7-3-1)所示： 

0),(),(
=

∂
∂

+
∂

∂
x

txq
t

txk  (7-3-1) 

為求簡化，周志忠(1997)以 Greenshields 水流模式設定 q、k 關係，如式(7-3-2)所
示，式中的 uf 表自由流速率(free flow speed)，而為免與差分式下標混淆，原壅塞

密度(jam density) kj 特改寫成 kjam。 

k
k

kukq
jam

f ×⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−×= 1)(  (7-3-2) 

將式(7-3-2)的 q-k 關係式帶入式(7-3-1)中，可得到滿足 Greenshields 水流模式的

一階準線性連續流模式，如式(7-3-3)所示。 

0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
txk

k
ku

t
txk

jam
f  (7-3-3) 

欲近似求解上示一階準線性連續流模式，可將之轉換成差分式，如表 7-3-1
所示。而以 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 差分演算法來模擬式(7-3-1)時，其 CFL
收斂條件皆為： 

121 ≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−××

Δ
Δ

jam
f k

ku
x
t  (7-3-4) 

在式(7-3-4)中，k 值(密度)係隨時間、位置而不同，致其 CFL 收斂條件會隨

之改變，這對有限差分法切割比的選取會造成困擾。實務上通常將式(7-3-4)改為

一個跟密度值無關的收斂條件，如式(7-3-5)所示。 

1≤×
Δ
Δ

fu
x
t  (7-3-5) 
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式(7-3-5)的由來，主要係因(1-2k/kjam)的絕對值小於等於 1(對 Greeshields 模
式而言)，故所有滿足式(7-3-5)的切割比Δt/Δx，必滿足式(7-3-4)的收斂條件。事

實上，對含 Greenshields 水流模式的連續流模式言，其最大波速，不論是車波或

衝擊波，均小於等於 uf，因而滿足式(7-3-5)，其連續流車波在Δt 的行駛距離必落

在在Δx 內。 
 

表 7-3-1 LWR 連續流模式三種顯式有限差分法 

顯式差分法 格點選擇 有限差分方程 
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資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 

7.3.2 起始條件與邊界條件為連續函數 

對於一階準線性連續流模式的分析，周志忠(1997)先分析簡單的狀態，假設

流量-密度的關係滿足 Greenshields 的水流模式，起始條件與邊界條件均為連續函

數，其方程式如下(起始與邊界條件參閱圖 7.2.1)：  

LWR 連續流模式： 0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
txk

k
ku

t
txk

jam
f  

       起始條件： )
30
1exp(3040)0,( xxk −+=  

       邊界條件：  )exp(3040),0( ttk −=  

自由車流速率 uf= 120 公里/小時；擁擠車流密度 kjam= 200 車/公里 

數值近似解： 
數值解分別利用 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 三種差分法來進行模擬，並在 x

軸以 1 公里等間隔切割(Δx=1 公里)，在 t 軸以 1 小時切割 120 等分(Δt=1/120 小
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時)，亦即Δx/Δt =120 公里/小時= uf，使其切割比恰滿足 CFL 收斂條件。 
各有限差分法模擬密度、速率、流率隨時間空間變化的結果如圖 7.3.1 所示。

由圖可以看出，三種差分法所求出的解頗為類似，但 Lax-W 與 Leapfrog 在位置

為 1 公里、時間接近 1 小時處，密度突然陡降，速率突然陡增，似不合理，Lax-F
的解則較為平滑。 
 

參

數 
Lax-F 法 Lax-W 法 Leapfrog 法 

密

度 

  

速

率 

  

流

率 

  
圖 7.3.1 LWR 模式起始與邊界條件均連續的有限差分解 

資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 

7.3.3 起始條件或邊界條件為不連續函數 

周志忠(1997)另考慮邊界條件為連續函數，但起始條件為不連續函數的問

題，在 x 軸密度不連續的地方會有衝擊波產生，其方程式如下(起始與邊界條件

參閱圖 7.2.2)：  

LWR 連續流模式： 0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
txk

k
ku

t
txk

jam
f  

       起始條件： 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤≤

=
)(3015);/(0
)(150);/(70

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

x
x

xk  

       邊界條件： )exp(30100),0( ttk −=  



7-20 

自由車流速率 uf=120 公里/小時；擁擠車流密度 kjam=200 車/公里 

數值近似解： 
x-t 軸的切割同前，使Δx/Δt =120 公里/小時= uf，Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog

三種演算法模擬出的密度、速率與流率在時空上的變化情形如圖 7.3.2 所示。 
由於起始條件在 x=15 公里處密度由 70 車/公里劇降為 0，因此隨著時間的增

加，在路段上 15 公里至 30 公里的密度值會快速地增加，然其密度值仍應小於

70 車/公里；而邊界的密度條件為一隨時間遞減的函數，如前所述，是允許車輛

倒車後退方可能發生，並不符實務，惟在數學上，此種設定表進入 0 公里處的車

輛逐漸減少，致下游道路上每一點的密度會隨時間而減少。 
由圖 7.3.2 的模擬結果知，Lax-F 法密度的變化與事前的分析十分吻合，且

明顯較為平滑；Lax-W 法在路段 15 至 30 公里處，密度會先增後減，並發生最高

密度值超過 70 車/公里 (達 75 車/公里)的不合理狀況；Leapfrog 法模擬結果則有

震盪的情形發生，且最高密度亦超過 70 車/公里，結果更無法令人滿意。 
 

 

參數 Lax-F 法 Lax-W 法 Leapfrog 法 

密

度 

 

速

率 

 

流

率 

 
圖 7.3.2 LWR 模式起始條件不連續的有限差分解 

資料來源：周志忠，「車流波動方程式數值解法之研究」，國立交通大學交通運輸研究所，碩

士論文，1997。 
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7.4 一階準線性連續流模式嚴苛交通案例分析 

由前節的回顧知，周志忠(1997)針對一階線性連續流模式，對所有可能的有

限差分方法進行全面模擬比較，從中界定 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 等三種方法

較佳。其後針對一階準線性連續流模式(即 LWR 模式)，以前述較佳的三種差分

方法進行模擬分析，獲得 Lax-F 法最佳、Lax-W 法會發生局部不合理狀況、

Leapfrog 法會發生不當震盪情形等的研究成果，殊屬難得。惟該研究所模擬的車

流情境並未涵蓋嚴苛的交通案例，亦未求得停止車隊向前起動波的 LWR 模式解

析解，分析上仍有不足。 
基於以上考量，本研究針對 LWR 模式會產生向上游回溯衝擊波的狀況、長

停等車隊的起動狀況(扇形起動波)，及有限長度車隊的單向起動(不會向後退)等
常引起爭議且相當嚴苛的交通案例，進行補充分析，並藉紙上剪力圖技術儘量求

出解析解，至於採用的差分方法，則援用周志忠(1997)的研究成果，僅限 Lax-F、
Lax-W 及 Leapfrog 等三種。 

為統一說明，以下的模擬中，LWR 模式係採用 Greenshields 的 q=ku 關係式，

其參數亦以接近實際交通狀況的方式設定，分別為：自由流速率 uf = 80 公里/小
時，壅塞密度 kjam= 120 車/公里 (qmax=2400 車/小時)。有限差分的時空切割，則

均係將 x 軸以Δx=1 公里切割，將 t 軸以Δt=1/80 小時切割，即Δx/Δt =80 公里/小
時= uf，使其切割比恰滿足 CFL 收斂條件，由周志忠(1997)的分析知，此種切割

法可獲得最精確的近似結果。 

7.4.1 產生向上游回溯衝擊波的有限差分模擬 

考慮一均勻到達流碰上停等車隊產生向上游回溯衝擊波的問題。模化上，下

列 LWR 連續流模式，配合不連續的起始與連續的邊界條件如圖 7.4.1 所示，其

方程式如下： 

LWR 連續流模式： 0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
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x
txk

k
ku

t
txk

jam
f  

       起始條件： 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤≤

=
)(4030);/(120
)(300);/(30

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

x
x

xk  

       邊界條件： 30),0( =tk 車/公里， 120),40( =tk 車/公里 
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解析解： 

Greenshields 水流模式： ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−==

jam
f k

kkukuq 1  

代入 k=30，得 1800
120
3013080 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=q ；代入 k=120，得 q=0。依式(6-1-7)衝擊

波公式，得向後衝擊波速： 

lr

lr
lr kk

kqkq
c

−
−

=
)()(

20
30120

18000
−=

−
−

= 公里/小時 

亦即，解析解為： 
k(x,t)=120, x ≥ 30-20t 
k(x,t)=30,  x < 30-20t 

 

 
起始條件： 
假設在一個 40 公里長的單車道道路上，0~30
公里處起始密度值為 30 車/公里，30~40 公

里處起始密度值為壅塞密度 120 車/公里。 

邊界條件： 
假設定點 x=0 的密度在 0~1 小時恆維持為 30 車/
公里不變。此外，在 x=40 公里處，強制設定其密

度恆為壅塞密度 120 車/公里，即恆為不動。 

圖 7.4.1 LWR 模式產生向上游回溯衝擊波的起始與邊界條件範例 
 
 

數值近似解： 
Leapfrog 法模擬結果如圖 7.4.2 所示。其在模擬不久即出現振盪，且隨時間

增加而愈來愈大，呈現不安定的狀態。亦因為振盪不斷擴大，因此圖 7.4.2 僅呈

現模擬 0~20/80 小時以內的狀況，惟由圖知，模擬 1/4 小時就已出現明顯的振盪

現象。 
Lax-W、Lax-F 二種有限差分法模擬出的密度隨時間空間的變化如圖 7.4.3

與圖 7.4.4 所示，由圖可看出： 

(1) Lax-W、Lax-F 兩法均能模擬出向上游回溯衝擊波。與解析解比較知，Lax-W
法的衝擊波速明顯過小。例如由鳥瞰圖知，至 1 小時後(t=80)，Lax-W 法

模擬的衝擊波尾端僅由第 30 公里處向上游回溯至第 20 公里處，而由解析

解知，此種狀態下的向後衝擊波，其波速為-20 公里/小時，亦即 1 小時後，
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衝擊波的尾端應由第 30 公里處向上游回溯至第 10 公里處(如解析解鳥瞰

圖)，Lax-W 法模擬出來的衝擊波速約只有解析解的一半； 

(3) Lax-F 有限差分法與解析解一致，經 1 小時模擬，其向上游回溯衝擊波尾

端亦由第 30 公里處向上游回溯至第 10 公里處，與解析解同。而由鳥瞰圖

進一步比較 Lax-F 法與解析解的模擬結果知，二者明顯的不同是解析解的

衝擊波沒有寬度，而 Lax-F 法則有寬度。惟必須說明者，此種寬度並非因

Lax-F 法比 LWR 理論模式更能反映駕駛者接近等候車隊的減速行為，使

整體車流在衝擊波處呈現漸變狀，而係因其Δx、Δt 切割不夠細，致衝擊波

行至某時空包時，其密度需在Δx 間平均而被平滑化所致。簡言之，任何

有限差分法均不可能改良或改變原偏微分式的物理意義，有限差分法能作

到的，最多只是儘可能的相似，如此而已。 
 
 

解析解 

 

Leapfrog 

 
圖 7.4.2 Leapfrog 模擬 LWR 模式向上游回溯衝擊波(側面圖) 
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解 

析 

解 

Lax-W 

Lax-F 

圖 7.4.3 Lax-W、Lax-F 模擬 LWR 模式向上游回溯衝擊波(側面圖) 
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解 

析 

解 

 

Lax-W 

 

Lax-F 

 
圖 7.4.4 Lax-W、Lax-F 模擬 LWR 模式向上游回溯衝擊波(鳥瞰圖) 
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7.4.2 長停等車隊起動向前疏解的有限差分模擬 

LWR 連續流模式另一個較有爭議的問題，係如何模化長停等車隊起動向前

疏解的現象。由第 6.1.2 節 Zhang(2007)的分析說明知，LWR 模式的解析解不是

衝擊波(shock wave)，便是滑順的稀釋波(rarefaction wave)，本節即模擬另一種最

為極端的稀釋波狀況，相當於號誌路口紅燈停等車隊在變為綠燈時瞬間起動向下

游疏解的現象。 
本問題的起始條件與邊界條件如圖 7.4.5 所示，設定如下：  

LWR 連續流模式： 0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
txk

k
ku

t
txk

jam
f  

       起始條件： 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤≤

=
)(4020);/(0
)(200);/(120

)0,(
公里當里車公

公里當公里車

x
x

xk  

       邊界條件： k(0,t)=120 車/公里 (壅塞密度) 

 

 
起始條件： 
假設在一個 40 公里長的單車道道路上，0~20
公里處起始密度值皆為壅塞密度 120 車/公里，

而 20~40 公里處起始密度值為 0。 

邊界條件： 
假設定點 x=0 的密度在 0~1 小時恆維持為壅塞

密度 120 車/公里不變。此種設定相當於假設等

候車隊有無限長。 

圖 7.4.5 LWR 模式產生向前稀釋波的起始與邊界條件範例 
 

解析解： 
向前起動的稀釋波如圖 7.4.6 所示。如係以 LWR 連續流模式的車波求解，

一般係以圖 7.4.6 右圖的扇形起動波來模化，本研究的模擬結果可以驗證此種模

化的適宜性。而由紙上剪力圖知，在綠燈始亮瞬間(水閘門打開瞬間)，水流會以

自由流的速度(左圖的 e=uf)同時向前及向後發出起動波，而在等候車隊前緣(號誌

路口的停止線處)，其密度恆為 kjam/2(左圖的 d=1/2 處)，表示該處在等候車隊尾

端未經過之前，均係以最大流率 qmax 在流動。亦即，解析解為： 
 

k(x,t)= [1-(x-20) /(uf×t)] × kjam/2 , uf × t-20 ≤ x ≤ uf × t+20 
k(x,t)=120 ,   x < uf × t-20 
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k(x,t)= 0 ,   uf × t+20 < x    
 

Richards 的紙上剪力圖起動模化 LWR 模式的扇形波起動模化 

圖 7.4.6 LWR 模式向前起動稀釋波的二種模化 
 

數值近似解： 
經模擬發現，由於 Lax-W、Leapfrog 兩種有限差分法的模擬結果不是誤差過

大就是不安定，故不繪製其時空變化。Lax-F 有限差分法的模擬結果，密度在時

-空變化的情形如圖 7.4.7 所示。 
值得說明者，LWR 模式稀釋解的解析解，如係依 LWR 連續流模式(衝擊波

理論)求算，其起動稀釋波公式將相當複雜，惟由第五章的回顧知，Richards(1956)
的紙上剪力圖法獲得的解與採用 Greenshields 水流模式的 LWR 連續流模式者完

全相同，基於此，本研究採 Richards 的紙上剪力圖法來估算稀釋解的解析解。 
比起解析解在此一問題的複雜性，數值近似法只是起始與邊界條件不同，其

差分公式則與前節處理衝擊波問題者完全相同。而由圖 7.4.7 可看出，Lax-F 有

限差分法對稀釋解的近似，與 Richards 的紙上剪力圖的結果相符，確可充分近似

原 LWR 連續流模式的稀釋解。而由鳥瞰圖更可清楚看出，等候車隊在前方無車

狀況下的起動，車波軌跡確實呈扇形狀，在時-空座標上確可以扇形起動波來模

化。 
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解析解 

 

Lax-F 

(側視) 

 

Lax-F 

(鳥瞰) 

 

圖 7.4.7 Lax-F 模擬 LWR 模式向前起動稀釋波 
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7.4.3 獨立停等車隊不向後退的有限差分模擬 

高階連續流模式的發展主要是欲改善 LWR 連續流模式的缺點，但所模化的

車流卻發生會向後退的錯誤，而這種錯誤，LWR 連續流模式並不會發生。本節

的模擬可用以測試驗證 LWR 連續流模式具備的車流單向性。 
本問題係分析一長度固定的停等車隊開始向下游起動的情形。起始條件與邊

界條件如圖 7.4.8 所示，設定如下：  

LWR 連續流模式： 0),(21),(
=

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

x
txk

k
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t
txk

jam
f  

  起始條件：
⎩
⎨
⎧

<≤<
≤≤

=
)(10,4020);/(0
)(2010);/(120

)0,(
公里或當公里車

公里當公里車

xx
x

xk  

  邊界條件： k(0,t)= 0  

自由車流速率 uf=80 公里/小時，壅塞密度 kjam=120 車/公里 (qmax=2400 車/小時) 

 

 
起始條件： 
假設在一個 40 公里長的單車道道路上，有一

長 10 公里的停止車隊，令 10~20 公里處起始

密度值皆為壅塞密度 120 車/公里，而在 0~10
與 20~40 公里處，起始密度值為 0。 

邊界條件： 
假設進流點 x=0 的密度在 0~1 小時恆維持為 0 車/
公里不變，即車隊頭尾端保持無車到達狀態。 

圖 7.4.8 LWR 模式車流不向後退的起始與邊界條件範例 
 

數值近似解： 
本問題的解析解如圖7.4.6右圖扇形起動波下緣的曲線軌跡(表等候車隊尾部)

所示，明顯比前節的無限長車隊向前起動者更為複雜，不論 Richards 的紙上剪力

圖或代入 Greenshields 模式的 LWR 連續流模式均甚難求算其解析解。惟因本問

題要澄清的，只有車流會不會向後退一項，因此本研究僅進行有限差分近似求解。 
本問題的模擬仍僅採用 Lax-F 有限差分法，其模擬出的密度在時-空的變化

情形如圖 7.4.9 所示。由圖可清楚看出，LWR 連續流模式雖有許多缺點，但確實

不會發生車流向後退的錯誤。此外，由鳥瞰圖可清楚看出，確存在有扇形的起動

波，且其扇形上部最外側的波軌跡即 uf 軌跡，與第二章的回顧相符。 
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側視圖 

 

鳥瞰圖 

圖 7.4.9 Lax-F 驗證 LWR 模式車流不向後退 
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7.5 本章小結 

連續流模式基本上均係偏微分式，應用上一般係藉數值分析法以近似求解

之，因屬雙曲線型，其最常為人所用的近似解法係有限差分法。本節整理說明本

研究在此方面的成果如下： 

1.適用於連續流模式的有限差分法 

(1) 適用雙曲線型偏微分式的有限差分法計有 FTFS、FTBS、FTCS、Lax-F、
Lax-W、Leapfrog 及 Beam-Warming 等。其中，周志忠(1997)對一階線性

連續流模式的模擬發現，只有 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 三法較佳。FTBS
法與 Beam-Warming 法雖在模擬個案上表現尚佳，惟因須滿足波速為正的

CFL 收斂條件，故對密度波可能向前傳遞(波速為正)亦可能向後傳遞(波速

為負)的一階準線性連續流模式(LWR 模式)並不適用。 

(2) 依周志忠(1997)以 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 三種差分法，針對一階準線

性連續流模式(LWR 模式)的模擬分析知，Lax-F 法最佳、Lax-W 法會發生

不合理狀況、Leapfrog 法會發生不當震盪情形。惟該研究所模擬的車流情

境，並未包含 LWR 模式常引起爭議的課題(如停車起動的向前扇形波、到

達流接近停等車隊的向後衝擊波等的模化)，此外，該研究可能誤認 LWR
模式無解析解，故僅能檢視其差分近似的模擬結果。 

2.針對 LWR 模式特殊車流行為的有限差分模擬 
本研究以衝擊波理論及紙上剪力圖儘可能求出 LWR 模式(採 Greenshields 的

q=ku 關係式)的解析解，作為比較的基準，再以 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 等三

種差分法，針對 LWR 模式會產生向後衝擊波的狀況、無限長度車隊的起動狀況

(扇形起動波)，及有限長度車隊只會單向起動(不會向後退)等車流模化常有爭議

的課題，進行深入分析，結果發現： 

(1) 產生向上游回溯衝擊波狀況的有限差分模擬 
Leapfrog 法模擬不久即出現振盪，且隨時間的拉長而愈來愈大，呈現不安

定的狀態；Lax-W 法雖能模擬出向上游回溯衝擊波的現象，惟其衝擊波速

約只有解析解的一半，不符真實；Lax-F 有限差分法與解析解最一致，其

衝擊波尾端向上游回溯的數值計算結果與解析解幾乎完全相同； 

(2) 長停等車隊起動向前疏解的有限差分模擬 
由於 Lax-W、Leapfrog 兩種有限差分法不是誤差過大就是不安定，故僅採

用 Lax-F 有限差分法模擬。結果，Lax-F 有限差分法確可充分近似原 LWR
連續流模式的稀釋解。而由密度在時空分佈的鳥瞰圖清楚看出向前扇形波

動軌跡，說明停等車隊在前方無車狀況下起動時，確實可在時-空座標上

以扇形起動波來模化； 
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(3) 有限長度車隊只會單向起動不會向後退的有限差分模擬 
經以 Lax-F 有限差分法模擬，證實 LWR 連續流模式雖有許多缺點，但確

實不會發生車流向後退的錯誤。此外，由時空鳥瞰圖上可清楚看出確存在

扇形的起動波，且其扇形最前緣(向下游紓解車流的最前端)的波軌跡與 uf

軌跡同，與理論解析解完全相符。 
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第八章  高階連續流模式的有限差分模擬 

本章首先回顧檢討相關研究用於高階連續流模式的有限差分方法，其次針對

第六章曾回顧的幾個高階連續流模式，提出適用的有限差分聯立公式，接著仿第

七章的作法，以有限差分式依序模擬到達車流接近停止車隊產生向後衝擊波、無

限長車隊向前起動，以及獨立等候車隊起動是否向後退等狀況，並與 LWR 模式

作比較。 

8.1 高階連續流模式的有限差分 

由第七章的分析說明知，可用於連續流模式的有限差分法甚多(顯式法就至

少有 FTFS、FTBS、FTCS、Lax-F、Lax-W、Leapfrog 及 Beam-Warming 等七種)，
惟經模擬分析後，發現可用於一階線性連續流的有限差分法只有 Lax-F、Lax-W
及 Leapfrog 三種，可用於一階準線性連續流(LWR 模式)的有限差分法更只剩

Lax-F 一種。 
周志忠(1997)與莊國欽(2001)均曾提出適用於高階連續流模式的有限差分方

法，經比較發現二者均僅係沿用 Payne(1979)對其高階連續流模式(Payne,1971)提
出的有限差分公式，惟內容稍有不同，本節回顧比較之。為求簡化，本節各公式

中，q(x,t), k(x,t), u(x,t), ue(x,t) 均寫成 q, k, u, ue。 

8.1.1 Payne 高階連續流模式 

Payne(1971) 高階連續流模式如式(8-1-1)所示： 

0=
∂
∂
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∂
∂
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q

t
k  (8-1-1a) 
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 (8-1-1b) 

q=k×u (8-1-1c) 

其中：ue =ue(k)表均衡車速(為 k 的函數)，τ為鬆弛時間； 
μ為預期係數，公式為： 

dk
due

2
1

−=μ  (8-1-1d) 



 

8-2

將式(8-1-1d)代入式(8-1-1b)，得： 
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 (8-1-1e) 

式(8-1-1e)中右側第二項以括號保留μ為負值型態，原因係 due/dk 應為負值(如
係 Greenshields 模式，則 due/dk=-uf/kjam)，故實際應用時，括號內的數值應為正。 

由式(8-1-1)知，高階連續流模式係由密度公式、加速率公式及流率公式聯立

組成，其中，密度公式即流體守恆式，流率公式即水流模式(q=ku)，實際亦係一

種守恆式，加速率公式一般稱為動量公式(momentum equations)，經差分及整理

後，可以速率公式的型式展現。 
值得說明者，LWR 模式係由密度、流率兩公式聯立組成，惟其兩公式中的

速率皆須為均衡速率(u=ue(k))，高階連續流模式的速率則不然(u≠ue(k))。除此不

同外，LWR 模式代入 q=kue 後，聯立式可整合成一個公式，只需求解一個密度

變數，即可解得速率(u=ue(k))與流率(q=kue(k))；高階連續流模式則至少須解出密

度與速率(其 u≠ue(k)，為非均衡值)，而密度與速率值係在兩個公式間相互參照，

因此需聯立求解(流率可藉守恆式 q=ku 決定)。 

8.1.2 Payne 高階連續流模式的有限差分式 

周志忠(1997)與莊國欽(2001)均曾回顧Payne(1979)高階連續流模式的有限差

分公式，分別為： 

1.周志忠(1997) 
周志忠(1997)直接援用 Payne(1979)提出的差分方程組如下： 
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 (8-1-2) 

其中： 
l j  ：表在路段上第 j 區的車道數目 
Δx j：表路段上第 j 區的道路長度 

k jn  ：表當時間為 t0+nΔt 時，路段上第 j 區的平均密度 

u j
n  ：表當時間為 t0+nΔt 時，路段上第 j 區的空間平均速率 

q jn  ：表在[t0+(n-1)Δt,t0+nΔt]時間區間內，通過 xj點的流量 

f jON n,  ：表在[t0+(n-1)Δt,t0+nΔt]時間區間內，車輛在 xj 點的上匝道流量 

f jOFF n,  ：表在[t0+(n-1)Δt,t0+nΔt]時間區間內，車輛在 xj 點的下匝道流量 
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如為單車道路段，所有空間的切割寬度均同，即Δx=Δxj，且無流入與流出源

(為封閉路段，f 
ON, f 

OFF=0)，各 xj 的τ、μ 均同(為常數)，並將流量 q=ku 代入密

度公式，則上式可改寫成： 
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2.莊國欽(2001)  
莊國欽(2001)採用的高階連續流模式有限差分式為： 
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其中： 
nj：表路段上第 j 區的車道數，其餘變數與式(8-1-2)同 

 
 

同樣的，如為無流入與流出源(r,s=0)的單車道路段(nj=1)，所有空間的切割寬

度均同，即Δx=(xj+2-xj)/2 =(xj+1-xj-1)/2 =xj+1-xj，並將式(8-1-4c)代入式(8-1-4a)，則

上式可改寫成： 
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8.1.3 相關研究對高階連續流模式有限差分式的評論 

比較周志忠(1997)與莊國欽(2001)的有限差分式可發現，該兩研究應均係直

接援用 Payne(1979)的有限差分式。例如二者的密度公式與流率公式完全相同；

速率公式右側最後一項的分母則有所不同，莊國欽(2001)的有限差分式多除以 2
而周志忠(1997)者無，惟查驗式(8-1-1b)原 Payne(1971)的高階連續流模式，該項

看不出有必須多除以 2 的理由。將多除以 2 的作法取消後，莊國欽(2001)速率公

式即與周志忠(1997)者完全相同。 
瞭解 Payne(1979)、周志忠(1997)與莊國欽(2001)三研究的有限差分式完全相

同後，如再進一步分析，可發現該三研究用來近似求解高階連續流模式的有限差

分式，是有嚴重問題的。比較表 7-1-1 知，式(8-1-3a)及式(8-1-5a)的密度差分式

係屬FTBS差分(kj
n+1參考 kj

n, kn
j-1)，速率差分式係屬FTCS差分(uj

n+1參考 un
j+1, un

j, 
un

j-1)，流率公式則類似 FTBS 差分但更為簡化(qj
n+1 參考 qn

j-1)。而由 7.2.3 節周志

忠(1997)自己的分析說明與模擬結果知，FTCS 法根本就不安定，FTBS 法須滿足

波速為正的條件方會收斂，而 LWR 連續流模式的車波可能向前傳遞(波速為正)
亦可能向後傳遞(波速為負)，致 FTBS 不適用。 

為能確定 FTBS 法不適用連續流的差分近似，本研究特再針對 LWR 模式產

生向後衝擊波的狀況(向後停止波)，以 FTBS 有限差分法進行模擬，結果在模擬

的初期僅進行少數幾個Δt，在車隊尾端(衝擊波界面)所經之處即發生嚴重且振幅

甚大的振盪，可確定 FTBS 不適用 LWR 模式。 
由於任何理想的高階連續流模式在車流達均衡時均應退化回 LWR 模式，因

此一個不適用於 LWR 模式的有限差分法，竟能用於高階模式而不發生任何問

題，實不合理。本研究推測，這恐係相關研究在應用時設定的模擬環境根本不會

產生向後車波或衝擊波所致。經查周志忠(1997)的研究，其對 Payne(1971)模式以

式(8-1-2)的有限差分法進行模擬的兩種狀態，設定的起始密度均為 50 車/公里(其
對應的均衡速度值應為 90 公里/小時)，其他起始設定及預期的模擬結果分別是： 

(1) 起始速度設定為 100 公里/小時，模擬時其速度應會漸降，密度應會漸增； 

(2) 起始速度設定為 50 公里/小時，模擬時其速度應會快速上昇，密度應會漸

降。 
 
由於周志忠(1997)係採 Greenshields 水流模式，而其 kjam 係設為 200 車/公里，

因此，其起始密度設定為 50 車/公里，相當於設定起始時車流係處於車波均為正

的低密度狀況，致其在採用 FTBS 時並沒有出現問題。 
再查莊國欽(2001)的研究，其對 Payne(1971)模式以式(8-1-4)的有限差分式模

擬中山高速公路台北都會區路段，及建國南北高架快速道路的四種情境(情境

一：晨峰，不執行儀控；情境二：晨峰，執行儀控；情境三：昏峰，不執行儀控；

情境四：昏峰，執行儀控)，結果如表 8-1-1 所示。由表知，不論何條道路，何種
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情境，其模擬的車流均屬未飽和流(密度均低於其定義的每車道壅塞密度=120 車

/公里的一半)，即均沒有向後車波的問題，致其採用 FTBS 時亦沒有出現問題。 
經由以上的分析知，FTBS、FTCS 兩有限差分法對 LWR 模式不適用，而高

階連續流模式均會包含 LWR 模式(為高階模式聯立公式中的密度公式)，當然亦

不適用 FTBS、FTCS有限差分法。國內相關研究一時不查，逕沿用過去 Payne(1979)
的錯誤作法，實有待改進。  

 
表 8-1-1 莊國欽以有限差分模擬匝道儀控的結果 

晨 峰 昏 峰 
道路 時段 

不儀控 儀控 不儀控 儀控 
1.建國快速道路 北上路段 41.4 27.8 32.2 29.7 
2.中山高速公路 東向路段 25.9 19.5 43.3 35.2 
3.中山高速公路 西向路段 19.0 19.5 21.1 19.8 
4.建國快速道路 南下路段 16.2 20.6 22.1 22.4 

註：表中數字為各路段車流的平均密度(車/公里/車道)。 
資料來源：莊國欽，「非線性控制於高、快速道路整合匝道儀控之研究」，台灣大學土木研究

所，碩士學位論文，2001。 

 

8.2 高階連續流模式的 Lax-F 有限差分式 

由前節的分析知，高階連續流模式不適用 FTBS、FTCS 有限差分法，而由

第六章 Zhang(2007)的說明知，近年高階連續流模式的近似多採 Lax-F 法；由第

七章的分析知，本研究已確認 Lax-F 有限差分法對 LWR 模式有甚佳的表現。基

於此，本研究以 Lax-F 法取代過去誤用的 FTBS、FTCS 法來近似求解高階連續

流模式。 
值得重點說明者，採 Lax-F 有限差分(暫忽略時間上標 n)，原偏微分式中，

凡 k、u、q 均分別近似成(kj+1+kj-1)/2、(uj+1+uj-1)/2、(uj+1kj+1+uj-1kj-1)/2，凡∂k、∂u、
∂q 均分別近似成(kj+1-kj-1)/2、(uj+1-uj-1)/2、(uj+1kj+1-uj-1kj-1)/2。 

8.2.1 密度及流率公式的 Lax-F 有限差分式 

高階連續流模式的差分式係包含密度公式、速率公式與流率公式的聯立式，

其中，密度與流率的差分式各種高階連續流模式均相同，故本研究先予列出如下： 

密度公式(流體守恆式)： 
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x
tkk
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流率公式(水流公式)： 

111 +++ ×= n
j

n
j

n
j kuq  (8-2-2) 

值得說明者，式(8-2-1)與表 7-3-1 中 LWR 模式的 Lax-F 有限差分式並不相

同，式(8-2-1)右側第二項中的 u (含 uj+1 與 uj-1)，在表 7-3-1 中係直接代入

ue=uf(1-k/kjam)，而對高階連續流模式而言，其模化的車流一般係處於非均衡狀

態，達均衡反而是特例，致速率通常不是均衡速率，因而式(8-2-1)係代入 u。此

外，LWR 模式只需一個密度公式，即可同時求得速率(ue=f(k))，高階模式每一時

空的密度與速率值則都要在速率、密度兩公式間相互參照方能獲得。至於流率，

不論 LWR 模式的 q=kue，或高階模式的 q=ku，均為恆等式，一旦密度與速率已

知，即可求得。 

8.2.2 速率公式的 Lax-F 有限差分式 

第六章曾回顧高階連續流模式，其加速率公式(一般稱為動量公式)包括： 

1. Payne(1971)模式： 
x
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2. Ross(1988)模式： 
τ
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3. Liu 等(1998)模式： 
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∂  (8-2-5) 

4. Zhang(1998)模式： 
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5. Zhang(1998)的改良 Ross 模式：
τ
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t
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∂  (8-2-7) 

 
其中，ue 表均衡車速，為 k 的可微分函數，uf 表自由流車速。而式(8-2-7)係
Zhang(1998)的建議，將Ross(1988)模式鬆弛項的基準速率，由常數的 uf改為 ue(k)。 

令 w=due/dk，上示各高階連續流模式的 Lax-F 有限差分公式，分別為： 

1. Payne(1971)模式： 
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2. Ross(1988)模式： 
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3. Liu 等(1998) 模式：  
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4. Zhang(1998)模式： 
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5. Zhang(1998)的改良 Ross 模式： 
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8.3 高階連續流模式的數值模擬 

為能與 LWR 模式比較，據以瞭解各高階連續流模式的特性，本研究仿 7.4
節的作法，首先模擬車流產生向上游回溯衝擊波的狀況(向後停止波)，接著模擬

長停等車隊起動向前疏解的狀況，最後模擬獨立停等車隊起動是否向後退的狀

況。Daganzo(1995)曾嚴厲評論有些高階連續流模式模化的車流會向後退，前述

模擬實驗的最後一項就是要找出有隱含這種錯誤模式。 



 

8-8

8.3.1 參數與模擬環境設定 

為利於比較，本研究在以下的模擬中，統一設定各參數及模擬環境如下： 

(1) 均衡車速係採 Greenshields 的模式，即 ue=uf(1-k/kjam)，其參數分別為：自

由流速率 uf=80 公里/小時，擁擠密度 kjam=120 車/公里(可計算得 qmax=2400
車/小時)； 

(2) 有限差分的時空切割，均係將 x 軸以Δx=1 公里切割，將 t 軸以Δt=1/80 小

時切割，即Δx/Δt =80 公里/小時= uf，使其切割比滿足 CFL 收斂條件； 

(3) 參數 w=due/dk= -uf/kjam=-80/120=-2/3 公里
2/(車-小時)； 

(4) 參數 τ 沿用周志忠(1997)的作法，即τ=kτΔx，惟令 kτ=45 秒/公尺(周志忠

採 46，相當於 78 公里/小時的倒數，本研究因設定 uf=80 公里/小時，故取

45)，由於本研究設定Δx=1 公里，故τ=kτΔx =45 秒=1/80 小時=Δt。 

依上述設定，各高階連續流模式速率公式的有限差分式可改為(單位均為公

里、小時)： 

1. Payne(1971)模式：  
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2. Ross(1988)模式： 
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3. Liu 等(1998) 模式： 
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4. Zhang(1998)模式： 
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5. Zhang(1998)的改良 Ross 模式： 
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8.3.2 產生向上游回溯衝擊波的有限差分模擬 

本問題係要瞭解均勻到達車流碰上等候車隊產生向上游回溯衝擊波的狀

況，其起始條件與邊界條件同圖 7.4.1，設定如下：  

    初始條件： 
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
)(30);/(30
)(30);/(120

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

x
x

xk  

 
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
)(30);/(60
)(30);/(0

)0,(
公里當小時公里

公里當小時公里

x
x

xu  

  
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
)(30);/(1800
)(30);/(0

)0,(
公里當小時車

公里當小時車

x
x

xq  

邊界條件：k(0,t)=30 車/公里， 120),40( =tk 車/公里；u(0,t)=60 公里/小時，

q(0,t)=1800 車/小時 
 
本問題亦模擬 80 個Δt (1 小時)，為利比較，本研究同樣以 LWR 模式的 Lax-F

有限差分近似解為基準。 

1.Ross(1988)模式 
Ross(1988)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.1 所示，由圖知，Ross(1988)模

式根本無法模化向上游回溯衝擊波。 

2.Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式 
Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式模擬結果的密度分

佈如圖 8.3.2 所示，由圖知，此三模式在模化向上游回溯衝擊波的狀況時會在衝

擊波界面處明顯發生振盪，此外，由模擬數值顯示，三者均發生密度與流率大於



 

8-10

最大值，及速率出現負值等狀況。 

3.Zhang(1998)模式 
Zhang(1998)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.3 所示，由圖知，Zhang(1998)

模式係所有高階連續流模式表現最佳者，不但沒有出現明顯振盪，與 LWR 模式

的模擬結果亦最相近。 
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圖 8.3.1Ross 模式產生向上游回溯衝擊波的模擬結果 
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圖 8.3.2 Payne、Liu 等與 Zhang 改良 Ross 模式產生向上游回溯衝擊波的模擬結果 
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圖 8.3.3 Zhang 模式產生向上游回溯衝擊波的模擬結果 
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4.綜合比較 
為利比較，本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有限差分近似解為基準，取第

40Δt=1/2 小時各 x 點模擬結果的密度、速率與流率分佈圖，與其他各高階模式比

較，如圖 8.3.4 所示，由圖知： 

(1) Ross(1988)號稱其模式能適用任何交通狀況，Newell(1989)則批評該式不具

備模化車輛減速行為之機制，亦即不能模化流量稍大的車況。該模式的「鬆

弛程序」項係以自由流車速 uf 為速率調整準據，由圖可明顯看出，該模式

確不適用於均勻到達車流碰上停等車隊產生向上游回溯衝擊波的狀況； 

(2) Payne(1971)模式、Liu 等(1998) 模式與 Zhang(1998)改良 Ross 模式在模化

均勻到達車流碰上等候車隊產生向上游回溯衝擊波的狀況時會在衝擊波

界面處產生明顯的振盪，甚至發生密度與流率大於最大值(最大密度

=kjam=120 車/公里，最大流率=qmax=2400 車/小時)，以及速率出現負值等狀

況。依振盪幅度(誤差)由大至小順序，依序為 Zhang(1998)改良 Ross 模式、

Payne(1971)模式，與 Liu 等(1998) 模式； 

(3) Zhang(1998)模式係所有高階連續流模式表現最佳者。惟即便如此，該模式

在車流停止範圍，包括起始前原即停止的車隊及之後被衝擊波掃過的上游

路段，均仍會不斷出現些微擾動。理論上車輛在加入等候車隊後即應完全

停止，密度恆保持為 kjam，流率與速率恆為 0，而 Zhang(1998)模式模化的

結果，在該範圍內的密度、速率、流率卻會出現短暫、局部、微量的不合

理值(密度稍大於 kjam，速率與流率出現微量負值)。 
 



 

8-14

 

密

度 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 5 10 15 20 25 30 35 40

 

速

率 

-20

0

20

40

60

80

100

0 5 10 15 20 25 30 35 40

 

流

率 

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

4000

0 5 10 15 20 25 30 35 40

 
圖 8.3.4 各種高階連續流模式產生向上游回溯衝擊波的模擬結果 
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5.Zhang(1998)模式進一步分析 
為深入瞭解 Zhang(1998)模式的特性，本研究特以產生向上游回溯衝擊波相

同的狀況，以 LWR 模式解析解為基準，比較 LWR 模式與 Zhang 模式近似解的

異同，如圖 8.3.5 所示。由圖可清楚看出，LWR 模式解析解在衝擊波界面處係呈

現平滑面，而被衝擊波掃過範圍內的密度均恆為壅塞密度，並不會起伏振盪；

LWR 模式 Lax-F 有限差分近似解的衝擊波界面則略不工整，惟紊亂的範圍甚窄，

且在被衝擊波界面掃過的範圍內亦沒有波浪起伏發生，可判定係差分誤差使然；

Zhang 模式 Lax-F 有限差分近似解則在被衝擊波界面掃過範圍內仍會有持續不斷

的、漣漪狀的波浪起伏，不但如此，此種波浪起伏甚而向下游擴張，致隨衝擊波

向上游回溯的同時，亦向下游牽動原不動的車隊內部，引發漣漪波狀起伏。對照

LWR 模式，可判定此種現象已非差分誤差可解釋，而係原高階連續流本身的特

性使然。 
Zhang(1998)曾說明其模式特性。式(8-2-6)右側第一項(鬆弛項)實質限制高階

模式具有類似 LWR 的行為，第二項(預期項)則表現駕駛預知前方車況所作的車

速調整。如前方密度愈來愈大，亦即∂k/∂x 為正，則式(8-2-6)說明車輛在預知會

進入前方較高密度車流時，將會減速。當密度變化相當大，使∂k/∂x 的值很大時(預
期項)，車速的改變亦會很大，則鬆弛項的車速與車流均衡車速間離差(u-ue)將隨

之變大，式(8-2-6)右側第一項(鬆弛項)亦因而會變很大，並朝反方向調整。而此

兩調整項間的互動會導致系統產生振盪，可以用來解釋車流停停走走的狀況。 
其實，高階連續流模式有三個車波族，且有的車波族的波速甚而比車速快，

即行車資訊不全由駕駛前方傳來，有部分係從駕駛後方傳來，比起 LWR 模式只

有唯一的車波族明顯來得不安定。此當係高階模式在模化衝擊波行為時，已停止

車隊內仍會產生漣漪狀波浪起伏振盪的主因，惟只要幅度不要太大，則雖不合

理，大體上仍可接受，但強以解釋係車流在壅塞時停停走走的現象，則似太過牽

強。 
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圖 8.3.5 向上游回溯衝擊波理論解析解與 Lax-F 有限差分解之比較 
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8.3.3 長停等車隊起動向下游疏解的有限差分模擬 

本問題係要瞭解長停等車隊瞬間起動向下游疏解的狀況，其起始條件與邊界

條件可參照圖 7.4.5，設定如下：  

    初始條件： 
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
)(50);/(0
)(50);/(120

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

x
x

xk  

 
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
)(50);/(80
)(50);/(0

)0,(
公里當小時公里

公里當小時公里

x
x

xu  

  
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
)(50);/(0
)(50);/(0

)0,(
公里當小時車

公里當小時車

x
x

xq  

邊界條件：k(0,t)=120 車/公里，u(0,t)= 0 公里/小時，q(0,t)= 0 車/小時 

本問題計模擬 50 個Δt (1 小時)，為利比較，本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有

限差分近似解為基準，以密度模擬結果分佈圖，進行各高階模式的比較分析。 

1.Ross(1988)模式 
Ross(1988)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.6 所示，由圖知，Ross(1988)模

式出現向後及向前怪異的振盪，可以說根本不適用停等車隊向前起動的狀況，加

上前節所述其亦不適用向後產生衝擊波的狀況，可知該模式可用範圍甚小。 

2.Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式 
該三模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.7 所示，由圖知： 

(1) Payne(1971) 在向前疏解時出現滾動式大幅振盪；向後起動波並非呈剪力

圖的直線，而是曲線，惟在原停止車隊前緣處，起動後其密度維持 kjam/2
不變，與紙上剪力圖同； 

(2) Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式向後起動波亦不呈剪力圖的直

線，而是曲線，且在原停等車隊前緣處，起動後其密度亦維持 kjam/2 不變，

與紙上剪力圖同。至於向前起動的模化上，二者均未出現振盪，惟大體言，

Liu 等(1998)模式誤差較大，表現較 Zhang(1998)改良 Ross 模式略差。 

3.Zhang(1998)模式 
Zhang(1998)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.8 所示，由圖知，Zhang(1998)

模式停等車隊起動疏解行為，模擬結果出乎意料的與 LWR 模式完全相同(不只圖

形，連數值亦完全相同)，此一特性連 Zhang 自己亦未提及，是本研究的重大發

現。其向前及向後起動波均為直線，且在原停等車隊前緣處，起動後其密度亦維

持 kjam/2 不變，與紙上剪力圖同。 
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圖 8.3.6 Ross 模式長停等車隊起動的模擬結果 
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圖 8.3.7 Payne、Liu 等與 Zhang 改良 Ross 模式長停等車隊起動的模擬結果 
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圖 8.3.8 Zhang 模式長停等車隊起動的模擬結果 
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8.3.4 獨立停等車隊不向後退的有限差分模擬 

本問題係想發掘會產生車流向後退的高階連續流模式，其起始條件與邊界條

件同圖 7.4.8，設定如下：  

初始條件： 
⎩
⎨
⎧

<<
≤≤

=
)(10,20);/(0
)(2010);/(120

)0,(
公里當公里車

公里當公里車

xorx
x

xk  

 
⎩
⎨
⎧

<<
≤≤

=
)(10,20);/(80
)(2010);/(0

)0,(
公里小時公里

公里小時公里

xorxif
xif

xu  

  )(0,0)0,( 公里xxq ≤=  

邊界條件： k(0,t)=0 車/公里，u(0,t)=80 公里/小時，q(0,t)=0 車/小時 

本問題計模擬 80 個Δt (1 小時)。為利比較，本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有

限差分近似解為基準，以密度模擬結果分佈圖，進行各高階模式的比較分析。 

1.Ross(1988)模式 
Ross(1988)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.9 所示，由圖知，Ross(1988)模

式的密度有大幅振盪的狀況，模擬結果與 LWR 模式完全不同，可以說根本不適

用有停等車隊的狀況，惟可以確定的是，該模式不會發生車流向後退的錯誤。 

2.Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式 
該三模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.10 所示，由圖知，Payne(1971)、Liu

等(1998)模式與 Zhang(1998)改良 Ross 模式模化的車流行為大致與 LWR 模式相

符，雖會出現密度(速率與流率)大於設定的最大值(kjam=120 車/公里，uf=80 公里/
小時，qmax=2400 車/小時)的狀況，惟均不發生車流向後退的錯誤。 

3.Zhang(1998)模式 
Zhang(1998)模式模擬結果的密度分佈如圖 8.3.11 所示，由圖知，Zhang(1998)

模式係模擬過程中唯一未出現密度、速率與流率大於設定最大值(uf=80 公里/小
時，qmax=2400 車/小時)者，且亦不發生車流向後退的錯誤。該模式是近年來特別

為解決高階連續流模式所犯錯誤而提出的改良模式，由模擬結果可證，確有較佳

的表現。 

4.綜合比較 
除 Ross(1988)模式有大幅振盪，模擬結果與 LWR 模式完全不同，根本不適

用有等候車隊的狀況外，為利比較，本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有限差分近似

解為基準，取第 40Δt (1/2 小時)各 x 點模擬結果的密度、速率與流率分佈圖，進

行其他各高階模式的比較分析，如圖 8.3.12 所示。 
由圖知，Ross(1988)以外各模式的表現大致與 LWR 模式相符，且並未發生
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車流向後退的錯誤。對有限長車隊向前起動的問題，Payne(1971)模式與 LWR 模

式的差異明顯最大，表現最差。表現較優之模式，則依序為 Zhang(1998)、Liu
等(1998)、Zhang(1998)改良 Ross 模式。 

本模擬原預期會有模式(至少 Payne(1971)模式)出現停等車隊尾部明顯向後

退的狀況，但結果出乎意料的沒有任一模式有此問題。而在各模式中，Zhang(1998)
模式的表現明顯優於其他各模式，且其停等車隊起動向前疏解的行為與 LWR 模

式完全相同，除說明其模式之優越性外，亦展現本研究對高階連續流模式 Lax-F
有限差分式的正確性。 
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圖 8.3.9 Ross 模式獨立等候車隊起動的模擬結果 
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圖 8.3.10 Payne、Liu 等與 Zhang 改良 Ross 模式獨立等候車隊起動的模擬結果 
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圖 8.3.11 Zhang 模式獨立等候車隊起動的模擬結果 
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圖 8.3.12 各高階連續流模式對獨立等候車隊起動的模擬結果 
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8.4 本章小結 

不論是一階或高階，連續流模式基本上均係偏微分式，欲求其解析解，尤其

是高階模式，係相當困難的課題，應用上一般係藉數值分析技術以近似求解之，

因屬雙曲線型，其最常為人所用的近似解法係有限差分法。本章以有限差分法模

擬分析各種高階連續流模式本身的特性，研究成果有： 

1.適用高階連續流模式的有限差分公式 

(1) 過去相關研究中，周志忠(1997)與莊國欽(2001)均採用 Payne(1979)對其高

階連續流模式(Payne,1971)提出的有限差分式，其密度差分式係屬 FTBS
差分(kj

n+1 參考 kj
n, kn

j-1)，速率差分式係屬 FTCS 差分(uj
n+1 參考 uj+1

n, un
j, 

un
j-1)，流率公式則更簡單(qj

n+1 參考 qn
j-1)。而由周志忠(1997)的分析說明與

模擬結果知，FTCS 法根本就不安定，FTBS 法只適用車波向前傳遞，不

適用車波向後傳遞的狀況。簡言之，上述三研究對高階連續流模式所採用

的差分式根本不適用，近似方法上有嚴重問題。 

(2) 經查，周志忠(1997)設定高階連續流模式的模擬環境，係令車流起始時處

於車波均正的低密度流車況，使其採用 FTBS 法模擬時並沒有出現問題；

莊國欽(2001)模擬的車流均屬未飽和流(密度均低於平常壅塞密度的一

半)，即均沒有向後車波的狀況，因而其採用 FTBS 法亦沒有出現問題。總

言之，過去相關研究只因所設定的模擬環境條件特殊，恰均符合限制條

件，在模擬未出現問題下，一直誤用錯的有限差分法而不自知。 

(3) 由 Zhang(2007)的說明知，近年求解高階模式多採 Lax-F 法；由本研究對

LWR 模式爭議課題的模擬結果知，Lax-F 法確對 LWR 模式有甚佳的表現。

基於此，本研究以 Lax-F 法取代過去誤用的 FTBS、FTCS 法，針對本研究

曾回顧的Payne(1971)模式、Ross(1988)模式、Liu等(1998)模式、Zhang(1998)
模式、Zhang(1998)的改良 Ross 模式等五種高階連續流模式，分別提出其

密度公式、速率公式與流率公式的有限差分式。 

(4) 本研究提出的高階連續流模式 Lax-F 法有限差分公式的特色是，不論密度

公式或速率公式均採完全相同的 Lax-F法架構，亦即係偏微分項者，如 kx,ux

等，其差分式均為(Uj+1-Uj-1)/2Δx 的型式，係變數項者，如 k,u 甚而 ue 等，

其差分式均為(Uj+1+Uj-1)/2 的型式，流率公式則直接設定為 qn+1=kn×un。這

狀似微不足道的作法，卻是影響近似差分公式安定與合理的重要因素。 

2.高階連續流模式有限差分模擬的參數與模擬環境設定 

(1) 本研究對於高階連續流模式均會包含的均衡車速 ue 項(即鬆弛項)係採

Greenshields 的模式，即 ue=uf(1-k/kjam)，其參數的設定有別於過去相關研

究任意為之的作法，採儘可能符合實務原則，例如設定自由流速率為 uf=80
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車/公里，壅塞密度為 kjam=120 車/公里(可計算得 qmax=2400 車/小時)。  

(2) 本研究對於有限差分的時空切割，均係將 x 軸以Δx=1 公里切割，將 t 軸以

Δt=1/80 小時切割，即Δx/Δt =80 公里/小時= uf，使其切割比滿足 CFL 收斂

條件；過去相關研究曾有採變動時空切割的作法，即Δxj/Δtn 等，本研究認

為原高階連續流模式的基本特性未分析清楚之前，不宜直接採用複雜的處

理，一切仍先回歸最簡型態為佳。 

(3) 許多高階連續流模式均含鬆弛項與預期項。其中，鬆弛項參數 τ 的設定

並無先驗法則，本研究修改周志忠(1997)的作法，設定τ =Δt；預期項的

due/dk，因牽涉的參數已有明確設定，故亦能明確算出，即 due/dk= -uf/kjam 

=-80/120 = -2/3 公里 2/(車-小時)。經此設定，差分公式得以大幅簡化，例

如許多項均出現(Δt/Δx)×uf 者，或 Δt/τ 者，因前述刻意的設定，致均成為

1，故均可消去。 

3.高階連續流模式的有限差分模擬 
本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有限差分近似解為基準，針對 Payne(1971)模

式、Ross(1988)模式、Liu 等(1998)模式、Zhang(1998)模式、Zhang(1998)的改良

Ross 模式等五種高階連續流模式，進行有限差分模擬的比較分析，結果發現： 

(1) Ross(1988)模式：根本無法模化向上游回溯衝擊波，亦不適用等候車隊向

前起動的狀況，可知該模式可用範圍甚小，惟可以確定的是，該模式不會

發生車流向後退的錯誤。 

(2) Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式：此三模式在模化

向上游回溯衝擊波的狀況時會在衝擊波界面處明顯發生振盪，此外，由模

擬數值顯示，三者均發生密度與流率大於最大值，及速率出現負值等狀

況。其向後起動波並非呈剪力圖的直線，而是曲線，惟在原停等車隊前緣

處，起動後其密度維持 kjam/2 不變，與紙上剪力圖同；此外，三者均不發

生車流向後退的錯誤。 

(3) Zhang(1998)模式：向上游回溯衝擊波不但沒有出現明顯振盪，與 LWR 模

式的模擬結果亦最相近；其等候車隊起動疏解行為，模擬結果出乎意料的

與 LWR 模式完全相同(不只圖形，連數值亦完全相同)，此一特性連 Zhang
自己亦未提及，是本研究的重大發現。其向前及向後起動波均為直線，且

在原停等車隊前緣處，起動後其密度亦維持 kjam/2 不變，與紙上剪力圖同；

此外，該模式亦不發生車流向後退的錯誤。整體而言，該模式係所有高階

連續流模式表現最佳者。 

(4) Zhang(1998)模式特性的深入探究 

1) 本研究以相同的衝擊波狀況，以 LWR 模式解析解為基準，比較 LWR
模式近似解與 Zhang 模式近似解的異同，結果發現，LWR 模式解析解

在衝擊波界面處係呈現平滑的亮面，而被衝擊波掃過處的密度均恆為壅
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塞密度，不會起伏振盪；LWR 模式 Lax-F 有限差分近似解的衝擊波界

面則不工整，惟紊亂的範圍甚窄，且在被衝擊波界面掃過的其他範圍內

並未發生波浪起伏，可判定係差分誤差使然；Zhang 模式 Lax-F 有限差

分近似解則在被衝擊波界面掃過處會有持續不斷的、漣漪狀的波浪起

伏，不但如此，此種波浪起伏甚而向下游擴張，致起始時即不動的車隊

內亦會有漣漪狀的波浪起伏。對照 LWR 模式，可判定此種現象已非差

分誤差可解釋，而係原高階連續流本身的特性使然。 

2) Zhang(1998)曾說明其模式特性。如果前方車況密度愈來愈大，亦即預期

項的∂k/∂x 為正，則車輛在預知會進入前方較高密度車流時，將會減速。

當密度變化相當大，使∂k/∂x 的值很大時，車速的改變亦會很大，則鬆

弛項的(u-ue)將隨之變大，鬆弛項亦因而會變很大，並朝反方向調整。

而此兩調整項間的互動會導致系統產生振盪，可以用來解釋車流停停走

走的狀況。由此知，Zhang(1998)瞭解其模式在模化衝擊波行為時，確

會產生漣漪狀的波浪起伏振盪，並解釋係車流在壅塞時停停走走的現

象，至於振盪向前擴張的行為，則歸諸於高階連續流有三個波家族所

致，雖不合理，但大體上可接受。 

4. 高階連續流模式發展的課題 
Daganzo(1995)曾嚴厲批判許多高階連續流模式隱含「車流會向後退」的嚴

重問題，經本研究以 Lax-F 有限差分進行嚴苛的交通案例模擬，結果發現不但

1995 年以後改良的高階模式沒有「車流向後退」的狀況，就連 1995 年以前提出

者亦未出現此一問題。而真正有問題的是，有些高階連續流模式根本不能用(如
Ross(1988)模式)，有些則不安定或誤差太大(包括 Liu 等(1998)模式、Zhang(1998)
改良 Ross 模式、Payne(1971)模式等)。 

簡言之，高階連續流模式發展的課題不在探討「車流會不會向後退」，而在

於模式能不能用，亦即所研發的模式是否具備良好的特性，能否通過各種嚴苛交

通條件的考驗。 

5.後續高階連續流模化與應用之相關建議 
本研究雖已研發出高階連續流模式有效的差分近似解法，並藉模擬分析找出

許多新的發現，惟限於時間，仍有許多後續工作值得繼續進行，包括：  

(1) 關於高階連續流模式差分式的參數設定方面 
本研究對高階連續流模式鬆弛時間 τ 的差分設定，基本上係沿用周志忠

(1997)的作法，再稍作修改而設定為 τ = Δt。由於本研究在差分模擬時設

定的Δt=1/80 小時=45 秒，如 τ 的作用相當於微觀跟車模式中的駕駛者反

應延遲時間，則如此長的反應延遲，是否係造成衝擊波掃過處仍有持續不

斷的、漣漪狀波浪產生的原因，實值得再深入探究。建議後續研究嘗試縮

短參數 τ 的值，進行比較分析。 
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(2) 關於高階連續流模式的模化方面 
Zhang(1998)模式係近年來表現最好的高階連續流模式，惟仍有尚需改進

之處，即其鬆弛項 τ，相關文獻通常解釋為駕駛者反應延遲時間 T，Zhang
係以常數定式(vt+vvx=(ve-v)/τ -k(ve′)2kx) 可嘗試修正 Zhang 模式，令其鬆弛

項 τ = τ (k)。而由微觀跟車模式的安定性分析知，T 須隨 k 而變，如高階

連續流模式中的 q=ku 式係採 Greenshields 水流模式，則將前述 T=(2αk2)-1

式代入 Zhang(1998)模式中，可導得新的動量公式為： 
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建議後續研究可針對上式模式再進行深入剖析，瞭解其特性。 
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第九章  結論與建議 

本章綜合整理車流行為模化各單元的精要，並提出後續研究的方向與建議。 

9.1 結論 

1.車流參數與巨觀水流模式 
車流三參數間存在「流率=密度×速率」的守恆式，其中的速率必須為空間

平均速率。惟為估算空間平均速率，以「瞬間-長距離」法(如空照)取得樣本不但

技術上非常困難且亦不經濟，而實務上簡單可行的取樣方式係「定點-長時間」

法，問題是其樣本以算術平均會高估空間平均速率。此一問題在車流理論發展的

早期，曾困擾研究者相當一段時間，現已獲理論證實，在車流達均質時，採「定

點-長時間」法取得的個別車速樣本，經調和平均可不偏推估空間平均速率。 
對車流行為的模化，最初的觀察係從巨觀角度。事實上車流有些面相還真的

像水流，這也難怪早期的車流模式多類比水流，所建立的多屬所謂的水流模式，

而在構建水流模式的過程中，引起較大爭議的是前述推估空間平均速率理論上的

問題。不論如何簡單，水流模式基本上已掌握車流整體的基本特性，當時透過水

流模式，相關研究學者最有興趣的議題是道路最大流率(容量)的發生(找容量點)
及其大小(找容量值)。 

水流模式係描述車流三參數兩兩間的關係。過去有段相當長的時間，流率-
密度關係式被賦予崇高的地位，其關係曲線甚而被稱為車流基本圖。近年來速率

-流率關係式的重要性漸受肯定，原因之一係此兩參數可以「定點-長時間」法取

得樣本，不經轉換直接推估；原因之二係相關研究累積多年公路運轉經驗後已瞭

解，自由流車速才是反映道路品質的關鍵指標，在過去採用的容量分析方法中，

影響公路服務水準的各種因素係公路容量值的修正因子，但自 1994 年後已改為

只直接影響自由流車速，間接影響公路容量。如此一來，速率-流率關係式在整

個容量分析方法上就變得非常重要。回顧歷年各版的公路容量手冊，即能發掘出

這種有趣的方法論的變化。 

2.微觀跟車模式 
跟車模式的基本架構是「反應=敏感×刺激」。在模式發展的歷程中，反應項

一直是後車的加速率，刺激項一直是前後兩車的相對速率，真正花工夫調校的，

是敏感項的組成。歷經多次實車實驗~模式修改等反覆的試誤過程，Herman 團隊

終於確立了敏感項的組成，即分母的車間程，分子的後車速率，及一個敏感常數，

其分母、分子項各有一個指數參數 l、m，後人遂通稱該跟車模式為 l-m 模式。 
在穩定狀態下，巨觀水流模式與某一 l-m 值的微觀跟車模式有一對一對映關

係，亦即假設車流中各車均採某一跟車機制下，一葉知秋，即可瞭解其整體的車

流表現。這是車流理論發展的最大突破，亦是微觀跟車模式研發者的最大貢獻。 
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3.跟車模式安定性分析 
跟車模式安定性分析係屬模式驗證工作，其中，線性跟車模式的安定性可以

數值分析(如拉氏或傅立葉函數轉換)求解，非線性跟車模式的安定性則甚難以數

值求解，惟可藉模擬的方式來探討。經分析發現： 

(1) 線性跟車模式的漸近安定性 

1) 考慮由一串車輛組成的車隊的行車狀況，數值理論分析知，其安定性條

件係敏感度與反應時間的乘積(λ×T =C)須小於 1/2。當該值等於 1/2 時，

車隊會因些微擾動而出現振盪，且其振幅在向後續各車傳遞的過程中維

持不變，惟兩兩車輛間跟車間程的振盪均會以指數型式迅速沉寂。 

2) 由線性跟車模式的模擬結果知，只要滿足 C ≤ 1/2 的漸近安定性條件，

則模擬的最大允許加減速雖隨不同密度 k 而不同，但並不受跟車反應延

遲時間 T 的影響，此係本研究的一項重大發現。 

(2) 非線性跟車模式的漸近安定性 

1) 線性跟車模式漸近安定性的模擬結果只有 C=λT≤1/2 者安定，C=λT>1/2
者不安定兩種結果。非線性跟車模式的漸近安定性則至少有三種模擬結

果： 
a. 狀況 1 (安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在頭車，然後就隨向

後傳遞的車次而依序縮減； 
b. 狀況 2 (不安定)：車速變化振盪的最大幅度是發生在車隊的中間(頭車

以後，尾車之前)； 
c. 狀況 3 (不安定)：車速變化的振盪隨向後傳遞的車次而依序擴大，即

振盪的最大幅度是發生在車隊的尾車。 

2) 以 Greenshields 模式而言，非線性微觀跟車模式漸近安定的條件，不論

T 值為何，均為 C=(λ2,0/s2)×T ≤ 1/2，其中，(λ2,0/s2)係模式的敏感項，相

當於線性跟車模式的λ，亦即非線性跟車模式漸近安定的條件與線性跟

車模式理論分析的結果一致。找出非線性跟車模式的漸近安定條件，是

本研究另一重大的發現。 

3) 將頭車加減速率的規模縮小，可找出符合漸近安定條件的加減速率，結

果發現，符合漸近安定性條件下，跟車反應時間 T 愈小，車流能保持安

定之加減速率的交通範圍(密度區間)就愈大。例如 T=0.1 秒可適用各種

密度狀況(k=0~kj)，當 T=3.0 秒時，密度稍大者即不適用，均找不到車流

能保持安定的加減速率值。 

4) 相對地，符合漸近安定的條件下，不同交通環境適用的最大允許反應時

間 T 並不同，以 Greenshields 模式而言，其數學式為 T=(2λ2,0k2)-1。簡單

的說，巨觀車流模式中，代表反應時間的參數不應設為常數，而應模化

成密度的函數。這亦是本研究的重大發現。 
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4.簡單連續流模式 
簡單(一階)連續流模式是 Lighthill 與 Whitham(1955)與 Richards(1956)在同一

時期提出者，一般稱為 LWR 模式。經本研究分析證實，如巨觀水流模式採

Greenshields 模式，則 Lighthill 與 Whitham(1955)的車波 -衝擊波理論與

Richards(1956)的紙上剪力圖法互為對映，此係相關研究所忽略的，亦是本研究

的重大發現。而由此結果知，各種巨觀水流模式中，物理特性最像水流的當屬

Greenshields 模式。然而駕駛行為一般比水流複雜得多，亦即現場調查車流參數

建立的巨觀水流模式會與 Greenshields 模式有程度不等的差異，惟不論如何，

Greenshields 模式具備簡單與易於操作性，仍係車流巨觀模化上重要的基準模型。 
簡單連續流模式是巨觀車流模式會動的最基本模式，雖然其能應用在車流行

為最複雜的號誌交岔路口模擬，惟其過於簡單的特性一直為研究者所詬病。其中

爭議最大者，在於其將衝擊波模化成沒有寬度，致車輛穿越衝擊波時會瞬間改變

車速，隱含其間加減速率無限大的問題，此亦係後續相關研究致力於研發高階連

續流模式的主因。 

5.高階連續流模式 
高階連續流模式含納車流漸近的轉變狀態(車流由一種狀態轉變成另一種狀

態的漸近而非瞬間的過程)，亦含納車流的不穩定性(可描繪非均衡時的車流)，擴

充了運動波模式的功能。 
高階連續流模式與一階連續流模式並非完全不同，例如兩類模式均存在衝擊

波，而因為鬆弛，這兩種模式的解(衝擊波或稀釋波)會隨時間的拉長而愈來愈相

近，當車流達穩定時，理想的高階連續流模式會與一階連續流模式趨於一致。 
惟高、低階連續流模式亦有顯著不同。高階連續流模式有三個特性波家族，

一階連續流模式只有一個；高階連續流模式的第一個特性波家族與一階連續流模

式的特性波相近，第二、三個特性波家族則完全不同，其中一特性波家族行進的

速率會高於車流速率，因而係由後方接近駕駛者。此外，高階連續流模式會出現

滾動波，一階連續流模式並不會，而滾動波可用以解釋車流走走停停的狀態。 
Zhang(1998)的高階連續流模式不會出現車流向後退，且具內部安定性，除

可以模化不均衡的車流狀態外，當車流達均衡時更自動退化成 LWR 模式，係至

目前為止表現最佳的高階連續流模式。 

6.連續流模式有限差分解 
連續流模式基本上均係偏微分式，應用上一般係藉數值分析技術以近似求解

之。又因屬雙曲線型，故最常被採用的近似解法係顯式有限差分法。本研究在此

方面的成果如下： 

(1) 適用於連續流模式的有限差分法 
雙曲線型偏微分式的有限差分法計有 FTFS、FTBS、FTCS、Lax-F、Lax-W、

Leapfrog 及 Beam-Warming 等。其中，周志忠(1997)對一階線性連續流模式

的模擬發現，只有 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 三法較佳。FTBS 法與
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Beam-Warming 法雖在模擬個案上表現尚佳，惟因須滿足波速為正的 CFL
收斂條件，故對車波可能向前傳遞(波速為正)亦可能向後傳遞(波速為負)的
一階準線性連續流模式(LWR 模式)並不適用。 

(2) 針對 LWR 模式特殊車流行為的有限差分模擬 
本研究以 Lax-F、Lax-W 及 Leapfrog 等三種差分方法，針對 LWR 模式會產

生向上游回溯衝擊波、無限長車隊起動向下游疏解(扇形起動波)，及有限長

車隊只會單向起動(不會向後退)等常有爭議的課題進行深入分析，結果發現

Lax-W、Leapfrog 兩種有限差分法不是誤差過大就是不安定；Lax-F 有限差

分法與解析解最一致，其衝擊波尾端向上游回溯的模擬結果與解析解幾完

全相同，車隊起動模擬亦充分近似原 LWR 連續流模式的稀釋解。而由密度

在時空分佈的鳥瞰圖則清楚顯現向前扇形波動的軌跡，說明等候車隊在前

方無車狀況下起動疏解時，於時空座標上確實可以扇形起動波來模化。而

經 Lax-F 有限差分法模擬，證實 LWR 連續流模式雖有許多缺點，但確不會

發生車流向後退的錯誤。 

7.高階連續流模式的有限差分模擬 
本研究以有限差分模擬來分析各種高階連續流模式本身的特性，成果有： 

(1) 適用高階連續流模式的有限差分公式 

1) 本研究以 Lax-F 法取代過去誤用的 FTBS、FTCS 法，針對 Payne(1971)
模式、Ross(1988)模式、Liu 等(1998)模式、Zhang(1998)模式、Zhang(1998)
的改良 Ross 模式等五種高階連續流模式，分別提出其密度公式、速率

公式與流率公式的有限差分式； 

2) 本研究提出的高階連續流模式 Lax-F 法有限差分公式的特色是，不論密

度公式或速率公式均採完全相同的 Lax-F 法架構，亦即係偏微分項者，

其差分式均為 (Uj+1-Uj-1)/2 的型式，係變數項者，其差分式均為

(Uj+1+Uj-1)/2 的型式，流率公式則直接設定為 qn+1=kn×un。這狀似微不足

道的作法，卻是影響近似差分公式安定與合理的重要因素。 

(2) 高階連續流模式的有限差分模擬 
本研究以 LWR 模式的 Lax-F 有限差分近似解為基準，針對 Payne(1971)模
式、Ross(1988)模式、Liu 等(1998)模式、Zhang(1998)模式、Zhang(1998)改
良 Ross 模式等 5 個高階連續流模式，進行有限差分模擬的比較分析，結果

發現： 

1) Ross(1988)模式：根本無法模化向後衝擊波，亦不適用等候車隊向前起動

的狀況，可知該模式可用範圍甚小，惟可以確定的是，該模式不會發生

車流向後退的錯誤。 

2) Payne(1971)、Liu 等(1998)與 Zhang(1998)改良 Ross 模式：此三模式在模

化向後衝擊波的狀況時會在衝擊波界面處明顯發生振盪，而由模擬數值
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顯示，三者均發生密度與流率大於最大值，及速率出現負值等狀況；其

向後起動波並非如剪力圖般呈現直線，而是曲線，惟在原停止車隊前緣

處，起動後其密度維持 kj/2 不變，與紙上剪力圖的分析結果同；此外，

三種模式均不發生車流向後退的錯誤。 

3) Zhang(1998)模式：向後衝擊波不但沒有出現明顯振盪，與 LWR 模式的

模擬結果亦最相近；其等候車隊起動疏解的模擬結果出乎意料的與

LWR 模式完全相同(不只圖形，連數值亦完全相同)，此一特性連 Zhang
自己亦未提及，是本研究的重大發現。其向前及向後起動波均為直線，

且在原停止車隊前緣處，起動後其密度亦維持 kj/2 不變，與紙上剪力圖

的分析結果同；此外，該模式亦不發生車流向後退的錯誤。整體而言，

該模式係所有高階連續流模式表現最佳者。 

4) 由 Zhang(1998)模式的模擬結果與 LWR 非常相近的事實知，本模式採用

的 Lax-F 有限差分法，確實係可用於高階連續流模式的近似解方法。 

(3) Zhang(1998)模式特性的深入探究 

1) 本研究以相同的衝擊波狀況，以 LWR 模式解析解為基準，比較 LWR 模

式近似解與 Zhang 模式近似解的異同，結果發現，LWR 模式解析解在

衝擊波界面處係呈現平滑的亮面，而被衝擊波掃過處的密度均恆為壅塞

密度，不會起伏振盪；LWR 模式 Lax-F 有限差分近似解的衝擊波界面

則略不工整，惟紊亂的範圍甚窄，且在被衝擊波界面掃過的其他範圍內

亦未發生波浪起伏，可判定係差分誤差使然；Zhang 模式 Lax-F 有限差

分近似解則在被衝擊波界面掃過處會有持續不斷的、漣漪狀的波浪起

伏，不但如此，此種波浪起伏甚而向車隊前方(下游)擴張，致起始時即

停駐不動的車隊內部亦會遭波及，而亦呈漣漪狀的波浪起伏。對照 LWR
模式，可判定此種現象已非差分誤差可解釋，而係原高階連續流本身的

特性使然。 

2) Zhang(1998)曾說明其模式特性。如前方車流密度愈來愈大，亦即預期項

的∂k/∂x 為正，則車輛在預知會進入前方較高密度車流時，將會減速；

當密度變化相當大，使∂k/∂x 的值很大時，車速的改變亦會很大，則鬆

弛項的(u-ue)將隨之變大，鬆弛項亦因而會變很大，並朝反方向調整。

而此兩調整項間的互動會導致系統產生振盪，可用來解釋車流停停走走

的狀況。其實，高階連續流模式有三個車波族，且有的車波族的波速甚

而比車速快，致其模化下的行車資訊不全由駕駛前方傳來，有部分係從

駕駛後方傳來。此當係其模化衝擊波行為時，已停止車隊內仍會產生漣

漪狀波浪起伏振盪的主因，惟只要幅度不要太大，則雖不合理，大體上

仍可接受。但強以解釋係車流在壅塞時停停走走的現象，則似太過牽強。 
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8.高階連續流模式發展的課題 
Daganzo(1995)曾嚴厲批判許多高階連續流模式隱含「車流會向後退」的嚴

重問題，經本研究以 Lax-F 有限差分進行嚴苛的交通案例模擬，結果不但 1995
年以後改良的高階模式沒有「車流向後退」的狀況，就連 1995 年以前提出者亦

未出現此一問題。而真正有問題的是，有些高階連續流模式根本不能用(如
Ross(1988)模式)，有些則不安定或誤差太大(包括 Liu 等(1998)模式、Zhang(1998)
改良 Ross 模式、Payne(1971)模式等)。 

簡言之，高階連續流模式發展的課題不在探討「車流會不會向後退」，而在

於模式能不能用，亦即所研發的模式是否具備良好的特性，能否通過各種嚴苛交

通條件的考驗。 

9.2 建議 

1.跟車模式後續發展之建議 

(1) 關於跟車模式的反應時間 T 
在推導其對映的巨觀水流模式過程中，跟車模式的反應時間 T 在車流呈均

衡狀態的假設下係被剔除，而巨觀水流模式中亦無此項參數，直到發展高

階連續流模式，相關文獻通常解釋其鬆弛項 τ 為駕駛者反應時間 T，此一

被剔除的參數才又重見天日。而在微觀方面，本研究已確定 T 係隨不同的 k
而變，例如以 Greenshields 水流模式對映的跟車模式，其 T 可寫成： 

22
0,2 22

1
ku

k
k

T
f

jam

×
==

λ
 

惟在巨觀方面，已有的各種高階連續流模式大多將鬆弛項 τ 以常數設定。

除非各方能接受車輛駕駛人的反應時間在任何交通環境下均相當小(例如

T=0.1 秒，相當於瞬間反應)，否則不論是微觀或巨觀模式，均應審慎處理此

一與人因有關的重要參數，本研究找出的 T=f(k)關係，可供後續車流理論模

式發展參考。 

(2) 關於跟車模式的參數校估 
跟車模式發展至今已有 50 餘年，卻甚少有實務的應用，原因之一是其參數

校估相當困難，相關研究獲得的參數校估值彼此差異甚大，莫衷一是。事

實上想藉由蒐集動態的、變化甚大的駕駛行為資料來校估跟車模式的參

數，原即不符統計原則(例如迴歸式的自變數須符合無量測誤差的假設)，本

研究認為，May 與 Keller(1967)校估巨觀水流模式再回推微觀跟車模式參數

的作法，似較合理可行，建議應朝此一方向再予精進發展，使跟車模式能

有更多的實務應用。 

2.後續高階連續流模化之相關建議 
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本研究雖已研發出高階連續流模式有效的有限差分近似解法，並亦模擬分析

出許多高階連續流模式的新發現，惟限於時間，仍有許多後續工作值得繼續進

行，包括：  

(1) 關於高階連續流模式差分式的參數設定方面 
本研究對高階連續流模式鬆弛時間 τ 的差分設定，基本上係沿用周志忠

(1997)的作法，將之設定為 τ = Δt。由於本研究在差分模擬時設定的Δt=1/80 
小時，即Δt 為 45 秒，如 τ 的作用相當於微觀跟車模式中的駕駛者反應時

間，則設定如此長的反應延遲，是否係造成衝擊波掃過處仍有持續不斷的、

漣漪狀波浪產生的原因，實值得再深入探究。建議後續研究可嘗試縮短參

數 τ 的值，進行比較分析。 

(2) 關於高階連續流模式的模化方面 
Zhang(1998)模式係近年來表現最好的高階連續流模式，惟仍有尚需改進之

處。例如鬆弛項 τ，相關文獻通常解釋為駕駛者反應時間 T，Zhang 係以常

數定式(vt+vvx=(ve-v)/τ -k(ve′)2kx)，似可嘗試修正 Zhang 模式，令其鬆弛項 τ = 
τ (k)。而由微觀跟車模式的安定性分析知，T 須隨 k 而變，如高階連續流模

式中的 q=ku 式係採 Greenshields 水流模式，則將前述 T=(2λ2,0k2)-1 式代入

Zhang(1998)模式中，可導得新的動量公式為： 
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建議後續研究可針對上式模式再進行深入剖析，瞭解其特性。 

3.車流行為模化後續發展之相關建議 
車流行為的模化，從巨觀水流模式至微觀跟車模式，從簡單連續流模式至高

階連續流模式，內容似相當充足，惟其中有一大家似有意忽略的事實，即這些微、

巨觀模式均隱含「車流係在單車道運行」的假設。換言之，這些模式均未包含車

輛變換車道(lane-changing)行為的機制。 
Laval and Daganzo(2006)即指出，高速公路上車輛變換車道行為在最近十年

更加吸引科學家的注意，雖然相關研究已提出質的推估與現場實證，但變換車道

對車流衝擊在「量」上的瞭解，迄今仍闕如。 
Laval and Daganzo(2006)亦說明，既有的車流模式並不能適當描述變換車道

現象。事實上，相關研究曾試圖在 LWR 傳統的運動波理論中置入變換車道行為，

例如 Munjal and Pipes(1971); Munjal, Hsu, and Lawrence (1971); Michalopoulos, 
Beskos, and Yamauchi (1984); Daganzo(1997); Daganzo, (2002a,b)等，惟因均係以

可瞬間加速的方式來處理車輛變換車道，亦即車輛變換至目的車道時並未明顯減

速，故無法模化目的車道上後續車輛受變換車道插隊進來較低速車輛阻礙的實

況。有些微觀模擬模式雖已考慮變換車道實際的加速過程，但仍未能被成功應用

在變換車道行為模化上。而對這些模式有應用經驗者指出，變換車道會大量增加
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模式規格與推估程序的複雜性。 
簡言之，車流行為模化的後續發展，車輛變換車道的行為將成為最受關注的

要項，其模化的進程勢必成為車流行為模化有否突破的指標，值得對車流理論有

興趣者注意與致力。 
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