5.2 單車道車流模式解析解行為的分析
    本節將依線性、半線性、擬似線性及非線性四種模式的分類來進行求解。一般解一階偏微分方程式在數學上常用的方法就是「特徵曲線」( characteristic curve ) 的方式，所謂「特徵曲線」的方式就是在起始值（initial data）上面建立特徵曲線，然後決定偏微分方程式沿著這條特徵曲線上的解，在本研究中所採用的求解方法也是「特徵曲線」的方式。
5.2.1 描述單車道車流之一階雙曲型線性偏微分方程式解析解行為的分析
《a》車流模式為  


    讓

為特徵方程式（characteristic equation）
           s為一參考座標
特徵方程式是用來求取特徵曲線的，所謂特徵曲線是指以起始值區域中的某一點
為起點，繪出一條用來描述線上所有點解的線，則此線就稱為特徵曲線。在特徵方程式的條件下，本模式之

。
    因此，k1沿著特徵曲線其值是固定的（constant），並且特徵曲線在本模式中是直線，假設t = 0時x = e，則特徵曲線可以寫為 

，如圖所示：
                               t        特徵曲線


                                      ((x,t)

                               0   e       x
圖5.1  一階雙曲型線性偏微分方程式之特徵曲線示意圖
在特徵曲線上每一點（x , t）之k1（x , t）= k1（e , 0）= k0 (e)。
    因為

，所以

，得知

，而
滿足t = 0，x(R的 ( x , t ) 點均可以如e點一樣畫出一條特徵曲線，並求得沿著
這條特徵曲線上（x , t）點之k1（x , t）解。
    故
                   

             （5.6） 

    將式（5.6）代入式（4.1），得到車流密度為
                

               （5.7）
《b》車流模式為  


    本模式車流密度k1之起始條件可以由以下的圖形說明之：

              x=0       x=a           x=b

                 k1(x,0)=kn    k1(x,0)=km      k1(x,0)=kn
                 （為方便計算，假設kn及km為常數）
圖5.2  車流密度k1之起始條件為不連續函數示意圖
    此情況下，特徵方程式仍為


同理，在特徵方程式的條件下

，表示k1沿著特徵曲線其值是固定的，假設t = 0時x = g（g 點位於 x < a 的區域），則特徵曲線可以用

來表示，再經由《a》模式中的求解過程推導後，得知
      

    （5.8）
    另外，假設t = 0時x = f（ f點位於a ( x ( b的區域內），則特徵曲線為

，在此情況下
      

 （5.9）
    同樣的方法，我們可以求得
      

                     （5.10）
    故車流密度k ( x , t )為
        

       （5.11）
《c》車流模式為  


    在特徵曲線下

，而起始條件為
               

                        （5.12）
    經由計算後，得到車流密度為
               

            （5.13）
《d》車流模式為  


    同樣還是以特徵曲線的方法求解，可以求得車流密度
熵條件變成
     

       （5.37）
    若我們要進一步分析圖 5.7的衝擊波之行為，則須將圖 5.7的衝擊波繪製更清楚，如下圖所示：
               

             

圖5.11  衝擊波示意圖（圖5.7的部份）
由圖5.11可以得知，有一衝擊波是從 ( a , 0 ) 開始，另外以 ( b , 0 ) 為中心可以畫出好幾條的特徵曲線（AC , AD , AE , AF），因為衝擊波的跳躍條件小於0，所以此衝擊波是往後傳遞的（backward）。到B點為止，其衝擊波的軌跡為直線，由於AB這條特徵曲線為

，因此我們可以得到 B 點的座標為（    

），從 B 點之後，衝擊波加速前進而使得它的軌跡成為曲線，如圖中的曲線 BCDEF，假設我們取曲線中的C點，得到 

，而特徵曲線AC為

，經過演算後，得知此時 

，其中k 為此刻的車流密度，當k ( kn時x及t均發散，

代入上述x的式子中，可以得到
      

        （5.38）
所以得知軌跡為拋物線的一部分，在區域內的特徵曲線都為

，所以其車流密度k ( x , t )可寫為
               

                （5.39）
至於衝擊波開始向前（forward）傳遞是當跳躍條件

的時候，

表示

，此時讓跳躍條件等於0的點，它的x座標為

，而時間為

。當衝擊波通過x = a的時候，我們可以得到
              

           （5.40）
經計算後
                

              （5.41）
將式（5.41）代入 

中即可獲知衝擊波通過x = a的時間，然後這衝擊波會通過a < x < b的區域；當衝擊波到達x = b點時
               

           （5.42）
此時時間為
                  

                  （5.43）
至於圖5.8的衝擊波也可以依圖5.11的分析方法來分析其衝擊波的情形，由於分析的方法相同，故不再重覆說明。
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