5.2.3 描述單車道車流之一階雙曲型擬似線性偏微分方程式解析解行為的分析
    一般來說，可以應用特徵曲線的方法（the method of characteristics）來求解以下型式的偏微分方程式：
               

                （5.28）
上述的偏微分方程式可以寫成以下的常微分方程組：
              

, s為一參考座標               （5.29）
而 

就是所謂的特徵曲線，其中

表示特徵曲線向外傳播的
速度，稱為特徵曲線的速度（characteristic velocity）或說是局部性的波速（local 

wave velocity），假設特徵曲線由( x = x0 , t = 0 )點出發的話，則此特徵曲線傳播的軌跡可以由以下的圖形來表示：
                 


圖5.4  一階雙曲型擬似線性偏微分方程式之特徵曲線示意圖
沿著這條特徵曲線，k的解會依據dk/dt = c ( k , x , t )來改變，而且其他的起始點
也會產生由起始點出發的特徵曲線，因此在整個起始值區域佈滿由此延伸出去的
特徵曲線。
    而本節所要分析的車流模式，是屬於一階雙曲型擬似線性偏微分方程式，而由前面的討論我們可以知道，要分析此類模式之解析解可以採用特徵曲線的方法，故以下本研究將針對 4.3節中所構建的四個模式分別利用特徵曲線的方法探討其解析解的行為。
《a》車流模式為

 

    在此模式下，首先我們建立以下的常微分方程組：
           

，w為一參考座標           （5.30）
    起始條件為
           

，k0(s)為連續函數              （5.31）
根據式（5.30）及式（5.31），求解之後可以得到
           

                     （5.32）
上式可以視為一組參數解（parametric solution），若我們固定s為x1，則表示式
（5.32）中的k ( x , t )是一個常數（在特徵曲線

的情況下）。
如果將x1的值改變成為新的值x2，並且讓 k0 ( x1 ) ( k0 ( x2 ) ，則新的特徵曲線

會和舊的特徵曲線

在某點相遇，假
設相遇的點為( x3 , t3 )，在此交點上我們知道k( x3 , t3 ) = k0(x1)及k( x3 , t3 ) = k0 ( x2 )
，因此若要使模式有唯一解的話，則必須定義起始的車流密度k( x , 0 ) = k0 ( x )為固定的值。至於起始的車流密度不為固定值的時候，若 x2 > x1 ，而 0 < k0 ( x2 ) < k0 ( x1 ) < km ，則交點( x3 , t3 )會在x軸之下 ( t3 < 0 )，並且通過( x2 , 0 )的特徵曲線之斜率會小於通過 ( x1 , 0 )的特徵曲線之斜率（如圖 5.5 所示），因此在 t > 0 的平面上所求得的解還是唯一解（我們所需要的解是位於t > 0平面上），

這條特徵曲線上每一點( x , t ) 之k( x , t ) = k0 ( x2 )，而 



特徵曲線上每一點 ( x , t ) 之 k( x , t ) = k0 ( x1 )；另外，若x2 > x1，而0 < k0 (x1) < k0(x2) < km ， 則交點會在x 軸之上，並在 ( x3 , t3 )的地方產生一個衝擊（shock）（如圖5.6所示），此時 

。這對於實際的道路交通而言，我們可以依據目前所觀察得到的道路車流密度，來預測在此車流密度的情況下，未來會不會發生衝擊的情形以及若發生衝擊的話其衝擊點的位置與發生的時間，讓道路交通的主管機關能夠立即地訂定交通控制的策略以防患於未然。
                

L1: 


                                           L2: 


圖5.5  特徵曲線交點( x3 , t3 )發生在x軸之下示意圖
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