� EMBED Equation.2  ���第三章 定義與車輛守恆律模式推導



    在構建模式之前，我們必須先對一些名詞給予定義或說明，而且本研究所構建的模式是以車輛守恆律（conservation law of cars）為基礎，故本章將討論車輛守恆律模式，並說明模式的推導過程。所以本章可以當作未來構建模式的準備。



3.1 定義



    在建立模式之前，我們首先對以下幾個名詞定義其意義：

（1）車流的一階偏微分方程式（first-order partial differential equation）

      車流中密度函數k =k ( x , t )的一階偏微分方程式是指其具有以下的相關形

  式：

                      F ( x , t , k , kx , kt ) = 0

（即F是x , t , k ( x , t ) , kx ( x , t ) , kt ( x , t )的函數）

            其中k 是車流密度（traffic density）

                  x 是位置（空間）變數

                  t        是時間變數

                kx是k對x的偏導數

                kt 是k對t的偏導數



（2）車流中一階偏微分方程式的解（solution of first-order partial differential equation）

      我們說車流一階偏微分方程式 F ( x , t , k , kx , kt ) = 0的解是指將k ( x , t ) 

  代入F後，使得方程式F ( x , t , k , kx , kt ) = 0，而且在某些區域中的 ( x , t )是可

  以完全地滿足此關係式。滿足F = 0的k ( x , t )稱為F = 0的一個解。





（3）車流中一階雙曲型偏微分方程式（first-order hyperbolic partial differential equation）的一般式（general form）

      車流中的一階雙曲型偏微分方程式，我們可以依偏微分方程式的分類，將 

  其分類成線性的（ linear ）、半線性的（ semilinear）、擬似線性的 （ quasilinear ）

  及非線性的（ nonlinear ）偏微分方程式，以下我們將根據上述的分類列出各類

  偏微分方程式的一般式 。 

    《a》一階雙曲型線性偏微分方程式（first-order hyperbolic linear partial 

          differential equation）
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              a ( x , t ) ：與位置x、時間t有關的函數

              b ( x , t ) ：與位置x、時間t有關的函數

              c ( x , t ) ：與位置x、時間t有關的函數

              k：為k ( x , t )，表示交通車流密度 

      若以kt表示 (k / (t；而kx表示 (k / (x，則我們可以將式（3.1）寫成以下的簡式：a ( x , t ) kt+ b ( x , t ) kx = c ( x , t ) k。  



    《b》一階雙曲型半線性偏微分方程式（first-order hyperbolic semilinear 

          partial differential equation）
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              a ( x , t ) ：與位置x、時間t有關的函數

              b ( x , t ) ：與位置x、時間t有關的函數

              f ( x , t , k ) ：與位置x、時間t、密度k有關的函數

              k：為k ( x , t )，表示交通車流密度 

      若以kt表示 (k / (t；而kx表示 (k / (x，則我們可以將式（3.2）寫成以下的簡式：a ( x , t ) kt+ b ( x , t ) kx = f ( x , t , k ) 。 

    《c》一階雙曲型擬似線性偏微分方程式（first-order hyperbolic quasilinear

          partial differential equation）
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              a ( x , t , k ) ：與位置x、時間t、密度k有關的函數

              b ( x , t , k ) ：與位置x、時間t、密度k有關的函數

              f ( x , t , k ) ：與位置x、時間t、密度k有關的函數

              k：為k ( x , t )，表示交通車流密度 

      若以kt表示 (k / (t；而kx表示 (k / (x，則我們可以將式（3.3）寫成以下的簡式：a ( x , t , k ) kt+ b ( x , t , k ) kx = f ( x , t , k ) 。 



    《d》一階雙曲型非線性偏微分方程式（first-order hyperbolic nonlinear

          partial differential equation）

      非上述三種型式（線性、半線性、擬似線性）的一階雙曲型偏微分方程式，即為一階雙曲型非線性偏微分方程式。



（4）起始條件（initial condition）與邊界條件（boundary condition）

    《i》起始條件

      在把時間視為一個獨立變數的微分方程問題中，通常在某一時間與空間的區域內求解，這區域假設是站在時間的起始點來描述其值，這樣的問題通常稱為起始值問題（initial value problem），而輔助的條件就稱做起始條件。

    《ii》邊界條件  

      若一個問題，它是在有界的空間範圍內求解，而且在這個範圍內，是以範圍的邊界來描述解的值，則這個問題就稱為邊界值問題（boundary value problem），而其輔助條件稱為邊界條件。

�      若有一長度為r的路段，如下圖所示：
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      若路段之起始點在x - t座標軸中設定為x = 0，而路段終點設定為x = r

  ，則我們可以用以下的x - t座標圖來表示時間與空間的整個情況：
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      故在本例中，我們可以說在此路段上車流密度的起始條件為
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 其中，k ( x , 0 )為位置是x，( x( [ 0 , r ]，時間t = 0時之車流初始密度

           k0 ( x )為一個和位置x有關的函數

      而車流密度的邊界條件可以寫為

        路段起點( � EMBED Equation.2  ���

        路段終點( � EMBED Equation.2  ���         （3.5）

        其中，k ( 0, t )為位置x = 0，時間為t時之車流邊界密度

                  k ( r, t )為位置x = r，時間為t時之車流邊界密度

                 f ( t )、g ( t )為和時間t有關的函數









3.2 車輛守恆律模式



    對於描述交通車流而言，車輛守恆律模式是一個相當重要的觀念，以下將針對單車道且沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路以及單車道有車輛進出的道路，分別說明在其道路上之車輛守恆律模式。



3.2.1 單車道且沒有車輛進出道路上之車輛守恆律模式



    在說明此類道路上車輛守恆律之前，我們首先要定義車速（Automobile Velocities）及速度域（Velocity Field）。假設在道路上有一序列的N部車輛，它們的位置分別為X1、X2、...、Xn，則

    （1）我們可以令第i輛車的車速vi為dxi / dt。

    （2）不用記錄每一輛車的車速，我們可以聯想在空間上的每一點（在每個時間）都有唯一一個車速v(x,t)，則v(x,t)稱為速度域，其可以表示為

                       v ( xi ( t ) , t ) = vi ( t )



    另外，我們採取流量等於密度乘以速度的關係，其關係式由以下的式子表示：

    q＝k0v0 （假設車流是以等速v0及相同的密度k0移動）

    q ( x , t ) = k ( x , t ) v ( x , t )                              （3.6）

      其中，流量q ( x , t ) :時刻t時，單位時間內通過點x的車輛數

            密度k ( x , t ) :時刻t時，在點x處，單位長度內的車輛數

            速度v ( x , t ) :時刻t時，通過點x的車流速度

    若有一道路如下圖所示：
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則在a、b之間路段上的車輛數N，可以用車流密度的積分來表示之，即
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同時，車輛數N在(t的時間變動量之下，其與流量有如下的關係式：

             � EMBED Equation.2  ���          （3.8）            

將式（3.8）兩端同除以� EMBED Equation.2  ���，而且讓� EMBED Equation.2  ���，由導函數的定義知有式
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           � EMBED Equation.2  ���               （3.9）

    式（3.9）表示車輛數的改變只和通過邊界（boundary）的流量有關，若沒有車輛增加或消失，則車輛數是守恆的，我們稱式（3.9）為積分型態的守恆律或積分的守恆律（conservation law in integral form or integral conservation law），由式（3.9）可以推導以下的式子：

�

                      k ( x , t )



                             a  a+� EMBED Equation.2  ���

             � EMBED Equation.2  ���             （3.10） 

    將式（3.10）除以-� EMBED Equation.2  ���及讓� EMBED Equation.2  ���(0：

         � EMBED Equation.2  ���    （3.11）

因為a是任意的，所以以x代替a得到：  � EMBED Equation.2  ���  （3.12）
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