第五章 單車道車流模式的求解
    在第四章中我們已經依據線性、半線性、擬似線性、非線性四種一階雙曲型偏微分方程式的分類分別建立描述單車道車流的模式，本章將針對這些模式利用解析（    analytical）的方法來探討一般解    ( general solution ）的存在性及其唯一性。因此，在進行求解之前，本研究將先說明所求解車流密度之存在性與唯一性的性質，然後再進行求解。以下本研究依然根據線性、半線性、擬似線性、非線性四種模式的分類分別求解。
5.1 單車道車流模式解之存在性與唯一性
    在第四章中我們所建立的單車道車流模式均為一階雙曲型偏微分方程式，故要說明所求解的車流密度具有存在性與唯一性的性質，則需要利用偏微分方程理論中的定理來說明。而從一階偏微分方程式的存在性及唯一性定理（如一階偏微分方程式解的存在性及唯一性定理或Cauchy -Kowalevski 定理）知，若起始條件為連續函數的話，不論一階偏微分方程式的型態為何（線性、半線性、擬似線性或非線性），其解在局部（ local ）的地方具有存在性與唯一性；但是若起始條件為不連續函數的話，則必須依偏微分方程式的型態來決定存在性與唯一性是否成立，以線性偏微分方程式而言，若起始條件為不連續函數，其解之存在性與唯一性在局部仍存在，不過對半線性、擬似線性或非線性之一階偏微分方程式來說，其解在局部地方仍有存在性，但是唯一性可能消失。
    因此，若車流模式之車流密度起始條件為連續函數的話，則所求解的車流密度之存在性與唯一性在局部的地方保證存在，但是若車流密度起始條件為不連續函數的話，則須依模式的型態而定，不一定所有模式的解都具有唯一性。以下將舉出幾個例子，來說明其解之存在性與唯一性的情形。
（1）車流模式為一階雙曲型線性偏微分方程式解之存在性與唯一性
  定理5.1  若所構建之車流模式為一階雙曲型線性偏微分方程式，不論其車流密度的起始條件為連續函數或不連續函數，其模式的解在局部的地方均具有存在性與唯一性。
  證明：
      車流模式若為一階雙曲型線性偏微分方程式，且起始條件為連續函數的話，則可表示為
               

                  （5.1）
  我們可以將上述的車流模式轉換為以下的常微分方程式系統：
                   

                       （5.2）
  因為起始條件是連續的，而且上述常微分方程式系統中的三個常微分方程式等號右邊都為連續函數，根據常微分方程式的存在性定理（ Peano定理 ）及唯一性定理， 得知式（5.2 ）的常微分方程式系統，其解在局部的地方是存在且唯一的。又因式（5.2）和式（5.1）是等價的，因此這個車流模式的解在局部的地方是存在且唯一的。
      至於車流密度k1 ( x , t )之起始條件為不連續函數的情況，因為本模式中的車流密度波均以相同的波速前進，所以在車流密度不連續的地方不會產生衝擊波（shock wave），故此情況下所求解的車流密度仍具有存在性與唯一性。
（2）車流模式為一階雙曲型半線性偏微分方程式解之存在性與唯一性
  定理5.2  若所構建之交通車流模式為一階雙曲型半線性偏微分方程式，不論其車流密度的起始條件為連續函數或不連續函數，其模式的解在局部的地方均具有存在性與唯一性。
  證明：
      車流模式若為一階雙曲型半線性偏微分方程式，且起始條件為連續函數的
  話，則可表示為
                 

 （Q為0或((k)）        （5.3）
  我們可以將上述的車流模式轉換為以下的常微分方程式系統：
                   

                        （5.4）
  因為起始條件是連續的，而且上述常微分方程式系統中的三個常微分方程式等號右邊都為連續函數，根據常微分方程式的存在性定理（ Peano定理 ）及唯一性定理， 得知式（5.4 ）的常微分方程式系統，其解在局部的地方是存在且唯一的。又因式（5.4）和式（5.3）是等價的，因此這個車流模式的解在局部的地方是存在且唯一的。
      至於車流密度k1 ( x , t )之起始條件為不連續函數的情況，因為本模式中的車流密度波均以相同的波速前進，所以在車流密度不連續的地方不會產生衝擊波（shock wave），故此情況下所求解的車流密度仍具有存在性與唯一性。
（3）車流模式為一階雙曲型擬似線性偏微分方程式解之存在性與唯一性
  定理5.3  若所構建之車流模式為一階雙曲型擬似線性偏微分方程式，車流密   度的起始條件為連續函數，則其模式的解在局部的地方具有存在   性與唯一性；但是若其車流密度的起始條件為不連續函數，則只能說解的存在性在局部的地方仍成立，而唯一性可能會消失。
  證明：
      由 4.3節知，其車流模式的型態為
              

          （5.5）
  若車流密度的起始條件k ( x , 0 ) = k0 ( x ) 為連續函數，而且假設由起始區域上的點所形成的特徵曲線（characteristic curve，其意義將在本章第二節中說明）和起始曲線（initial curve）都沒有垂直的話，則依一階擬似線性偏微分方程式解之存在性與唯一性定理（ Existence  and  uniqueness  for  solution of first-order quasilinear equations），得知局部解（local solution ）存在且唯一，其證明的方法類似於定理5.1的證明方式，故在此情況下，我們所求解的車流密度，其解在局部的地方具有存在性與唯一性。
      至於車流密度的起始條件為不連續函數的部份，由於可能有衝擊波的產生，所以解之唯一性可能消失但仍有局部的存在性。
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