第七章 單車道號誌路口車流模式的求解
    在第六章中我們已經針對單車道號誌路口號誌變化時的車流情況建立其車流的模式，本章將依據這些模式利用解析（  analytical）的方法來探討模式的一般解（     general solution）行為。在進行求解之前，本研究將先說明所求解車流密度之存在性，以確保我們所建的模式均有解的存在，然後再進行求解。
7.1 單車道號誌路口車流模式解之存在性
    我們在第六章中所構建描述單車道號誌路口號誌變化時的車流情況之車流模式有以下的型式：
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                   其中，M為0或 (
或
               

                    （7.2）
                   其中，N為0或 (
                            F ( x )為x的函數，G ( x )為t的函數
式（ 7.1 ）是描述單車道號誌路口號誌由紅燈轉變成綠燈時車流情況的模式，此模式是由一個一階雙曲型偏微分方程式以及一個車流密度的起始條件所組成的，不論此一階雙曲型偏微分方程式的型態為何（線性、半線性、擬似線性或非線性），經由第五章的說明我們可以知道此模式所求解的車流密度具有局部（local）的存在性。
    而式（ 7.2 ）是描述單車道號誌路口號誌由綠燈轉變成紅燈時車流情況的模式，式（ 7.2 ）的模式是由一階雙曲型偏微分方程式、車流密度的起始條件以及邊界條件所組成的起始值－邊界值的問題（為 Neumann 問題）， 這類的問題並沒有直接證明其解之存在性的定理，因此本研究將引用波動方程式 （wave equation ）解的存在性來說明本研究所構建之模式解的存在性。在所有雙曲型微分方程式（  hyperbolic differential equations ）中最簡單的型式是一維的波動方程式（ one-dimensional wave equations  ），其型態可以由以下的式子來表示：
                     

                        （7.3）
             其中，u = u ( x , t )

                       x表示位置（position）；t為時間
                      c表示速度，為一給定的正數
    在波動方程的領域裏，過去探討波動方程式解之存在性多侷限於以下的型式：（以一維波動方程式為例）
                   

                    （7.4）
             其中，( ( x , t )、b ( x ) 屬於一次可微分
                   a ( x ) 屬於二次可微分
                   x為實數；t為正數
式（ 7.4）是由波動方程式以及起始條件所構成的模式，故所探討解之存在性也只能適用於由波動方程式以及起始條件所組成的模式，對於模式中若加入邊界條件的話，其解之存在性的性質之探討就無法直接引用來說明了。
    一直到了 1990 年代，有考慮起始條件與邊界條件（特別是 Neumann 型的邊界條件）的波動方程式解之存在性的性質才陸續被一些學者所研究，例如Triggiani（ 1989 ）這位學者曾經針對具有Neumann邊界條件的二階雙曲型混合問題（second-order hyperbolic mixed problem with Neumann boundary conditions），即具有Neumann邊界條件的波動方程式一些解的性質進行討論。Triggiani所考慮的問題為以下的型式：


( 7.5 )

     其中，x > 0為一正數
               t為一實數；f、g為兩個函數（假設其行為夠好，能滿足7.5式）
               y = [ y1 , . . . , yn-1 ] 為 ( n - 1 ) 維度的向量
           用符號說明：x ( R1x+ , t ( R1t , y ( Rn-1y , 

             ( ( R1x+ ( Rn-1y , ( ( Rn-1y = ( ( x=0                      

              a ( a ( x ,t ) , aij ( aij ( x ,t ) , i=1 , . . . , n ; [ x , y ](( ; j=1 , . . . , n-1

              b j ( b j ( y )

而式（7.5）在下列的假設條件之下：
    （i）a 、aij、anj、bj假設是與時間無關的實數，而且在 (的緊緻集合（compact set）之外是常數。
    （ii）( 非波動方程式的特徵線，而且波動方程式對時間t來說是嚴格地為雙曲型（strictly hyperbolic）。
    （iii）一階偏導式

定義為
                    

                （7.6）
         在邊界 (上受到限制，與

 一致，即
   

 （7.7）
可以得到以下的結果：
    讓0 < T < (，
    （a）若式（7.5）中g ( 0而且f ( L1 ( 0,T ; L2 ( ( ) )，則
           u ( C ( [ 0 , T ]；H1 ( ( ) )

    （b）若式（7.5）中f ( 0而且g ( L2 ( 0,T ; L2 ( ( ) )，則
           u ( C ( [ 0 , T ]；H1/2 ( ( ) )

    [註]L1 ( I ) = { v：v在I中是有定義的而且

 }。
          L2 ( I ) = { v：v在I中是有定義的而且 

 }。
       H1 ( I ) = { v：v與v(是屬於平方可積分的變數}表示H1 ( I )是可積分的   

       變數。
       H1/2 ( I ) = { v：v與v(是屬於1/2次方可積分的變數}表示 H1 ( I ) 是可
       積分的變數。
由上述（a）以及（b）的結果，我們可以知道所求的解u在（a）或（b）的條件下是存在的，而且在某些範圍之內是連續的。對於本研究所討論的問題而言，考慮以下的波動方程式：
                         

              （7.8）
                       其中，假設w為一常數              

而起始條件為
                 

（k0 ( x )）或
                 

             （7.9）
邊界條件為
                 

   或
                 

     （7.10）
雖然式（7.10）是不連續的函數，但是只要n、f、g是有界的（bounded），則式（7.10）即是可積分的函數，也可以說式（ 7.10 ）是二次可積分的。我們依據Triggiani的研究結果可以知道由式( 7.8 )、式 ( 7.9 )以及式 ( 7.10 )所構成的模式，其解是存在的。
    根據波動方程理論，我們可以將式（7.8）寫成
                 

            （7.11）
因為式（ 7.8）、式（7.9）以及式（7.10）所構成的模式，其解是存在的，所以由
                      

                       （7.12）
或
                      

                      （7.13）
與式（7.9）及式（7.10）所構成的模式，其解也是存在的，故在6.2 節所建立
的四個模式中若

為

的話   ，則此四個模式的解均存在，而若

為其他的型式以及 6.3 節中的各個模式均可以用相同的
方法來說明其解的存在性。由以上的分析，說明了在第六章中我們首先提出的新車流模式是有意義的，且其解在適當的範圍內是存在的。
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