4.2 描述單車道車流之一階雙曲型半線性偏微分方程式





    如果假設道路上的路況良好，行車平穩，使得駕駛人都希望以較高速行駛，不過道路交通的主管機關考慮若太高速行駛的話，容易發生意外，故對道路上設速限。假設道路上行駛的車輛其車況一切正常，並且駕駛人因路況的良好而都以接近速限的速度來行駛，在此情況之下我們可以把道路上的車輛視為以等速前進，其速度設為速限的速度（假設速限的速度為 v0  ），因此車流理論中流量、密度與速度之間的關係式可以寫為


                    � EMBED Equation.2  ���                    （4.22）


                   q ( x ,t )：位置為x、時間為t時的車流量


                   k ( x , t )：位置為x、時間為t時的車流密度


    在此道路上所建立描述車流的模式為一階雙曲型半線性偏微分方程式（ first-order hyperbolic semilinear partial differential equations ），我們可以從以下各節的推導中看出原因。由於我們所研究的道路可以為沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路以及有車輛進出的道路兩種型式，因此我們將針對這兩種型式的道路分別建立描述車流的模式，另外，車流密度起始條件的不同也會影響模式的建立，所以下列所建立的模式將車流密度起始條件一併列入考慮。





4.2.1 單車道且無車輛進出道路上之描述車流一階雙曲型半線 性偏微分方程式





    在無車輛進出的道路上，對幾近等速行駛的車流建立模式，事實上除考慮其車輛都是以相同速度行駛外，也應該加入車流密度起始條件的考量，車流密度起始條件的不同會使得所建立的車流模式也有所不同，因此本節將再依車流密度起始條件為連續的函數或起始條件為不連續的函數這兩種情況，分別建立其車流模式。


4.2.1.1 單車道無車輛進出道路且起始條件為連續函數之描述車流一階雙曲型半線性偏微分方程式





    若我們所研究的道路為一單車道且沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路，如圖4.1及圖 4.2所示，則可以得到如式（ 4.2 ）一樣的車輛守恆律模式，並將� EMBED Equation.2  ���代入，則可以得到：


                        � EMBED Equation.2  ���                    （4.23）


式（4.23）是一階雙曲型半線性偏微分方程式，也是一階雙曲型線性偏微分方程式（4.1.1.1節已討論過一階雙曲型線性偏微分方程式），由此可知，若將道路上的車輛視為以相同車速前進，則所建立之描述車流的模式為一階雙曲型半線性偏微分方程式（也為一階雙曲型線性偏微分方程式），並且方程式中是以車流密度作為主要變數。同時， 在式（4.23）中v0 為車流密度波的波速，表示車流密度波是以速度v0來移動的。


    若我們在 t = 0 時間點（研究開始的起始點）觀察所研究的道路上車流密度k ( x , t ) 和位置x有關，為x的函數，並且為一連續函數，則可以把車流密度的起始條件寫為


                 � EMBED Equation.2  ���               （4.24）


由此可知，在上述單車道且沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路，若道路上的車輛視為以相同車速（如前述所提的速限v0）前進，並且車流密度的起始條件為一連續的函數情況下，則描述其車流的模式為


                � EMBED Equation.2  ���                   （4.25）





4.2.1.2 單車道無車輛進出道路且起始條件為不連續函數之描述車流一階雙曲型半線性偏微分方程式





    若我們所研究的道路為一單車道且沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路，而且道路上的車輛視為以相同車速前進，由4.2.1.1節的推導，可得到以下的一階雙曲型半線性偏微分方程式（或說是一階雙曲型線性偏微分方程式）：                      


                          � EMBED Equation.2  ���


    但是若我們在研究開始的時間點（即 t = 0 ）觀察所研究的道路，  發現道路上某路段車輛較多，故此時在此路段上車流密度較大，假設此時我們所觀察得到的k ( x , t )為km，而在其它路段上k ( x , t )為kn （比較正常的車流密度），道路上的車流情形近似於圖      4.3與圖 4.4所示。若將道路上的起點設為座標 x = 0，並假設車輛較多路段是發生在x = a到x = b之間的路段上，則k ( x , t )的起始條件可寫成以下的形式：


                 � EMBED Equation.2  ���                   （4.26）


在式（4.26）中km及kn不一定要為固定值，也可以依真實調查的結果去構建函數。


    因此在上述單車道且沒有出入口（或有出入口但沒有車輛進出）的道路，若道路上的車輛視為以相同車速前進，並且在 t = 0 的時刻發現道路上某路段車輛較多，使得車流密度 k ( x , t )之起始條件為一不連續的函數情況下，描述其車流的模式可以寫成以下的形式：


                 � EMBED Equation.2  ���               （4.27）
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