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路網設計求解演算法之探討 

學生：許哲瑋                          指導教授：卓訓榮 

國立交通大學運輸與物流管理學系碩士班 

摘要 

雙層路網設計問題可利用變分不等式為限制式的數學規劃問題來模式化，是一種以均衡

為限制式的數學規劃問題，其屬於領導與跟隨的 Stackelberg 賽局，求解過程須有跟隨者對領

導者的反應函數，並將其帶入目標式求解，但路網中無法求得用路人的反應函數，Cho(1988)

利用一階泰勒展開式來近似反應函數，其係數值是透過路網敏感度分析求得。路網敏感度分

析是由 Tobin 和 Friesz(1988)放鬆 Tobin(1986)變分不等式敏感度分析中解須滿足唯一性條件，

其利用線性規劃求出一組非退化路徑流量解，使變分不等式敏感度分析可應用在均衡路網，

但其非退化條件過於嚴苛一般路網無法直接應用，Cho 等人(2000)提出路網減縮法放鬆了非退

化解之假設，該方法將路徑流量解集合轉換到路段流量解集合避開了路徑流量不具唯一性之

情形。本研究探討 Tobin(1986)、Tobin 和 Friesz(1988)與 Cho 等人(2000)之三種敏感度分析方

法的限制條件、應用 Tobin 和 Friesz(1988)方法進行敏感度分析但不滿足其條件之例子，並順

利將 Cho (1988)(2000)之方法應用於這些不可用於 Tobin 和 Friesz 的例子。 

本研究敏感度資訊應用於雙層路網設計問題上，過去文獻求解路網設計問題以 Tobin 與

Friesz(1988)之方法，但被限制在小路網上，Friesz 等人(1990)指出路網數較大時可能遭遇

Jacobian 為奇異矩陣，使得初始解可能為不可微分點，本研究依 Cho(1988)利用一階泰勒展開

式來近似反應函數，並以 Cho 等人(2000)敏感度分析求得反應函數係數值則避開大型路網可

能無法求得敏感度資訊之問題，並引述 Friesz 等人(1990)路網設計文獻中不同例子及其使用

方法求得之解，本研究加入線性近似法求解觀察解之差異，發現線性近似法求得之解於路段

數增加時均較其他方法佳，最後，本研究將線性近似法應用於求解 76 個路段與 552 個 OD 組

合之大型路網，在求解敏感度資訊的過程未受到路網較大而無法微分之情形，並以線性近似

法求得之解亦優於文獻中之例子。 

 

關鍵字：變分不等式、敏感度分析、路網設計、線性近似 

  



 

II 
 

The Solution Algorithm for Network Design 

Student: Che-Wei Hsu                        Advisor: Hsun-Jung Cho 

Department of Transportation and Logistics Management  

National Chiao Tung University 

Abstract 

Bi-level network design problem can be formulated as a nonlinear optimization problems with 

variational inequality (VI) constraints. It’s a mathematical programming problem with equilibrium 

constraints, which belongs to the Stackelberg game. The solution process must have reaction function 

of follower to the leader. But, it’s difficult to find the reaction function in the network. Cho (1988) 

used a first-order Taylor expansion to approximate the reaction function. The coefficient value was 

obtained by network sensitivity analysis. Tobin and Friesz (1988) relaxed Tobin (1986) VI sensitivity 

analysis condition. The solution must be unique. They used linear programming to solve a non-

degenerate path flow solution such that sensitivity analysis can be applied to the network, but the 

non-degenerate conditions are too stringent. The general network can’t be directly applied. Cho et al. 

(2000) proposed the reduction method and relaxed non-degenerate condition. The method converts 

path-flow solution set to link-flow solution set and avoid the situation that the path-flow was not 

unique. This study discusses the limitations of the three sensitivity analysis methods by Tobin (1986), 

Tobin and Friesz (1988) and Cho et al.(2000), and the sensitivity analysis used the Tobin and Friesz 

(1988) method but doesn’t meet the conditions of the example. We apply the method of Cho 

(1988)(2000) to these examples that are not available for Tobin and Friesz. 

The sensitivity information of this study is applied to bi-level network design problem. In the 

past, network design problem was solved by using Tobin and Friesz (1988) sensitivity analysis, but it 

was limited to the small network. Friesz et al. (1990) pointed out that Jacobian maybe encountered 

as a singular matrix while the network is large, so that the initial solution maybe an non-differentiable 

point. In this study, the first-order Taylor expansion equation is used to approximate the reaction 

function according to Cho (1988), and it is obtained by the sensitivity analysis of Cho et al. (2000). 

The reaction function coefficient avoids non-differentiable problem that the large network may not 

be able to obtain the sensitivity information, and quotes the different examples in the network design 

literature of Friesz et al. (1990), as well as the solution to the method of its use. This study adds a 

linear approximation method and observes difference solutions. We find the solution obtained by the 

linear approximation method is better than other methods when the number of link increases. Finally, 

this study applies the linear approximation method to a large network with 76 link and 552 OD. The 

process of solving the sensitivity information cannot encounter non-differentiate problem, and the 

solution obtained by LA is better than other method in the literature. 

Keyword: variantional inequality, sensitivity analysis, network design, linear approximation 
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第一章 緒論 

1.1 研究背景 

 在運輸路網設計中，路網的敏感度分析，是指運輸路網上之均衡路徑流量在的路網容量

改變、旅次起迄需求量的略微改變，對整個路網上均衡流量的影響程度。另一方面來說，敏

感度分析可以視為道路使用者受到外在決策變數之改變進而導致其產生不同之行為反應，使

其選擇不同之路徑，讓整個路網的均衡流量產生改變；而路網設計問題，其目的在改善路網

系統的效能。因為系統的改善會使用路人重新選擇其行駛路徑，對路網會造成新的衝擊，又

會造成路網改善設計問題，故用路人選擇路徑的行為必須被納入路網改善的過程中。以號誌

系統改善為例，均衡路網號誌控制問題，即為在用路人的路網行為達到均衡時之最佳的控制

設計。 

Friesz(1985)曾指出這是一個很有趣的研究問題，沒有處理好路網設計的問題會產生布雷

斯悖論(Braess’ Paradox)(1970)，Braess(1968)在其研究中發現路網加入新的路段，當均衡時每

個使用者之成本卻增加。為了避免悖論的發生，可以在設計完成後，進行檢驗其結果是否會

發生悖論，Richard & Willard(1983)以新舊路網中路段被使用情形之矩陣透過 Cramer‘s rule 檢

驗，Dafermos & Nagurney(1984)依新路網幾何改變建立測試矩陣，判斷其之半正定性用以檢

定是否會有悖論的情形發生，Richard & Willard(1988)考慮線性互補問題(LCP)之唯一解透過

解參數的改變，觀察新舊路網使用情形檢驗是否發生悖論，雖可避免悖論發生，但卻要設計

完再檢驗是否發生悖倫，更有效率的方法即在設計時就避開了悖論的發生。因此，很多學者

將此問題以雙層數學規劃方式來表示。Fisk(1984)指出雙層路網設計問題，可分為 Nash 賽局

和 Stackelberg 賽局問題，若是以直接迭代方式求解雙層路網設計問題將收斂到 Nash 賽局的

結果。但是路網設計問題是由政府主導，用路人依據建設好之路網選取其最佳路徑，故此兩

層在系統裡表達出領導者(Leader)與跟隨者(Follower)的性質，不應直接用迭代方式求解。又因

為雙層路網問題的解集合為非凸集合(Nonconvex set)，使得求解更加困難。 

對於領導-跟隨模型的標準求解應該將跟隨者對領導者的決策反應代入領導者的決策模

型裡同時求解，但是在實務上就是無法求得跟隨者對領導者的反應函數。對於未知的函數，

我們可以用泰勒展開式來近似之，透過雙層迭代方式來逼近 Stackelberg 賽局的解，然而上述

問題雖解決了反應函數之問題，但仍需在每次路網條件改變後重新進行求解，且泰勒展開式

須取多少接近似尚無法得知，在運輸的路網設計或規劃（道路興建、拓寬或號誌計畫等）當

中，若出現許多不同方式，在透過路網敏感度分析的方法，可以避免每次都需要重新進行路
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網均衡，就直接得到分析之結果。 

Tobin 和 Friesz(1988)提出路網的敏感度分析方法（為了表示方便，本研究以 TF 法簡稱

之）使得此近似反應函數和 Stackelberg 迭代逼近成為可行。但是基於 Tobin 和 Friesz 對於敏

感度分析應用路網的非退化條件(Nondegenerate)，使得一般路網無法應用。Cho 等(2000) 提

出減縮式的路網敏感度分析方法，放鬆了非退化條件，使得一般路網皆可以透過敏感度方法

近似反應函數和 Stackelberg 迭代逼近。 

於此，本研究在第二章回顧過去 Tobin(1986)變分不等式(Variational inequality, VI)的敏感

度分析、Tobin 和 Friesz(1988)路網敏感度分析應用於運輸路網以及雙層路網設計問題之相關

文獻，在第三章完整回顧 Cho (1988)(2000)提出路網縮減法之敏感度分析方法（為了表示方便，

本研究以 CSF 法簡稱之），其中包含此方法使用之相關定理以及其所需滿足之條件，接著第

五章透過第三章之敏感度資訊應用於雙層路網設計上。 

1.2 研究目的 

運輸路網設計的目標是要改善交通路網的績效，可透過交通控制的方式來改善，用路人

可以透過敏感度方法近似其敏感度，可以了解用路人對於交通控制手段改變後交通路網設計

的影響程度。 

本研究首先回顧過去應用 TF 法相關路網敏感度分析文獻，了解至目前發展的狀況及其

應用，並比較各種方法假設條件之限制及應用論文之狀態。路網敏感度分析最早是由 Tobin 和

Friesz(1988)改良 Tobin(1986)變分不等式(Variational inequality, VI)的敏感度分析應用於路網，

他們建議利用線性規劃方法，從路段均衡解中求出一組非退化的路徑流量解，使得變分不等

式的敏感度分析方法可以被應用在均衡路網的敏感度分析上。在過去許多學者提出 Tobin 與

Friezs 建立的敏感度分析應用相關之文章，如 Patriksson(2004)、Yang 和 Bell (2007) 、Josefsson

和 Patriksson(2007)，但是過去許多的研究都忽略 Tobin 和 Friesz 方法之限制，故本研究在文

獻回顧之部分會進行探討過去忽略 TF 法限制之例子。雖然 Tobin 和 Friesz 提出新的方式，但

由於路徑流量非退化的限制使得可應用的路網限縮的很小。卓訓榮(1991)提出廣義反矩陣的

方法來放鬆小路網之限制，但也受限於路徑正流量之限制，無法保證流量為正，直到 Cho 等

(2000)提出路網減縮方法，放鬆了非退化條件，才使得一般路網皆可以被應用。 

回顧路網敏感度分析後，將會利用敏感度資訊應用於路網設計問題，用於近似用路人的

反應函數，使得領導與跟隨者的 Stackelberg 模式跟隨者之函數可以被近似得知，進而使

Stackelberg 模式求解可行，並討論與 Nash 解之差異。另外也可以獲得重要之性質，即近似解
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之迭代方法的收斂性，目前多數相關文獻未討論路網迭代解之收斂性，可能會造成求解方向

有誤而產生無法收斂之情況。因此，本研究對於收斂性之討論也是探討目的。最後，本研究

將會引述 Friesz 等人(1990) 路網設計文獻中不同例子及其使用方法求得之解，並加入線性近

似迭代法求解進行解之比較。 

1.3 研究方法 

本研究主題中將會使用到路網敏感度分析、雙層路網設計問題、Stackelberg 賽局最佳解

及迭代求解等三部分： 

1.3.1 路網敏感度分析 

路網敏感度分析之研究方法將由 Tobin 對變分不等式(Varitional inequality, VI)的敏感度分

析討論，因為路徑流量非唯一性不能應用在路網均衡之敏感度。Tobin 和 Friesz 又提出可以用

於路網均衡之敏感度分析；但因對路網的限制，只能在很小路網進行敏感度分析，限制了其

應用性。Cho 等人提出縮減方法放鬆到一般路網皆可進行路網敏感度分析，故本研究仔細討

論其方法並探討其限制。 

1.3.2 Stackelberg 賽局 

Fisk (1984)提及將路網設計之觀念模式最早是把 Wardrop 第一原則(Wardrop, 1952)應用到

運輸路徑的選擇行為上，並考慮每一個用路人都視為是 Nash 非合作賽局中的一個參賽者。

Zukhovitshii 等人(1973)證明了 N 個參賽者在 Nash 不合作賽局的均衡狀態即與兩位參賽者的

零和賽局相同，故可以改採用變分不等式(VI)的形式表示(Smith, 1979; Dafermos, 1980)。根據

Fisk(1984)的研究，可將 Nash 非合作賽局和 Stackelberg 賽局說明如下： 

經濟學上 Cournot 假設兩家廠商皆設其對手產量永遠維持在目前水準，在 Nash 不合作賽

局中，假設每一參賽者𝑖都在事先不知道賽局中另一參賽者反應函數之情況下，最小化他們自

己的績效函數𝑃𝑖(𝑥1, 𝑥2)，其中𝑥𝑖是第𝑖位參賽者之決策變數向量，當每一位參賽者都無法由單

獨改變決策來改善各自的績效目標時，就視為達到均衡狀態。因此，如果(𝑥1
∗, 𝑥2

∗)是達到均衡

時的最佳解，則 

𝑃1(𝑥1, 𝑥2
∗) ≥ 𝑃1(𝑥1

∗, 𝑥2
∗) 

𝑃2(𝑥1
∗, 𝑥2) ≥ 𝑃2(𝑥1

∗, 𝑥2
∗) ( 1.3-1 ) 

若已知其他參賽者的策略，則參賽者𝑖的最佳策略可由求解下式而得： 

Min
𝑥1

𝑃𝑖(𝑥1, 𝑥2) ( 1.3-2 ) 
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當有一解可同時滿足上式中參賽者 1i 、 2 的最佳狀態時，它就是均衡解。 

在 Stackelberg 賽局中，以第 1位參賽者（主導者）預知第 2位參賽者（追隨者）對每一種

策略的反應函數為前提，如果第一位參賽者知道第二位參賽者的反應函數，那麼他便能選擇

一個可較 Nash 賽局績效值𝑃1為低的 Stackelberg 策略解，這是因為在最佳解之狀態下，

𝑥2 = 𝑅(𝑥1)可同時滿足 Stackelberg 賽局中雙方策略之故。而對任一𝑥1而言，追隨者的最佳

反 應𝑅(𝑥1)可以由下式求得： 

Min
𝑥2

𝑃𝑖(𝑥1, 𝑥2) ( 1.3-3 ) 

 

1.3.3 雙層路網設計問題 

雙層路網設計問題是以均衡為限制式的數學規劃問題，對於 Stackelberg 賽局之求解無法

求得用路人對路網改善的反應函數，本研究利用路網敏感度資訊採用一階泰勒展開式來近似

反應函數，再利用反應函數帶入領導者的目標式利用迭代法來逼近 Stackelberg 賽局解。同時

證明迭代的收斂性。其線性近似迭代演算法如下所示： 

Step 0 給定𝜀 > 0、𝑘 = 0並初始化𝑔(0)之值 

Step 1 求解雙層路網設計問題，代入𝑔(𝑘)並產生𝑓(𝑘)值 

Step 2 利用 Cho 等之路網敏感度方法計算敏感度資訊∇𝑔𝑓(𝑘) 

Step 3 使用∇𝑔𝑓(𝑘)、泰勒展開式生成線性近似之𝑓(𝑘+1)可得下式 

𝑓(𝑘+1) = 𝑓(𝑘) + ∇𝑔𝑓(𝑘)(𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)) 

由於𝑓(𝑘)、𝑔(𝑘)和∇𝑔𝑓(𝑘)，故我們可以寫成𝑓(𝑘+1) = 𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1) 

Step 4 重新整理得系統目標示得 

min
𝑔

∑𝑡𝑎(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1), 𝑔)(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1), 𝑔)

𝑎

 

s. t g ≥ 0 

Step 5 求解 Step 4 得最佳解𝑔(𝑘+1)。若|𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)| ≤ 𝜀，則停止迭代。反之，令𝑘 = 𝑘 +

1並返回 Step 1 繼續迭代過程。 
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1.4 研究流程 

 

圖 1.4-1 研究流程圖 
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第二章 文獻回顧 

由賽局觀點來看，很多運輸路網設計或運作模式大都是以 Stackelberg 賽局架構

(Stackelberg, 1934)或 Nash 非合作賽局(Nash, 1951)為依據，Fisk (1984)提到此理論觀念模式最

早是把 Wardrop 第一準則(Wardrop, 1952)應用到運輸路徑的選擇行為上，並將每一個用路人

都視為是 Nash 不合作賽局中的一個參賽者。但是路網設計問題是由政府主導，用路人依據建

設好之路網選取其最佳路徑，故此兩層在系統裡表達出領導者(Leader)與跟隨者(Follower)的

性質，不應直接用迭代方式求解。又因為雙層路網問題的解集合為非凸集合(Nonconvex set)，

使得求解更加困難。 

對於領導-跟隨模型的標準求解應該將跟隨者對領導者的決策反應代入領導者的決策模

型裡同時求解，但是在實務上無法求得反應函數，使得此問題成為一研究問題。對於未知的

函數，我們都可以用泰勒展開式來近似之，只是要取多少階的展開式才可以近似到真正的反

應函數無法知曉。故可以取用最簡單的一階泰勒展開式作為近似的反應函數，透過雙層迭代

方式來逼近 Stackelberg 賽局的解。 

LeBlanc(1975)將路網設計模式視為混合整數規劃問題，整數變數作為考慮增加路網路段

之集合，此問題為一個最大所有空間組合，其為 NP-Hard 的問題，這個可行解集合非常巨大，

儘管目前求解的過程已經有很大改善，但搜尋解的過程仍然相當暴力。Abdulaal 與

LeBlanc(1979) 將路網設計變為連續變數而非整數變數，其包含了使用者均衡之限制式，他們

使用 Hook 與 Jeeves 演算法進行求解。Marcotte(1981)使用路網設計之限制能夠建立變分不等

式問題，提出限制累積演算法(Constraint Accumulation Algorithm, CAA)，然而，這個方法仍然

非常困難被應用，即使當少數的限制式為正，Friesz 與 Harker(1985)使用迭代最佳設計演算法

(Iterative-Optimization Design)求解相同問題。 

Tobin(1986)提出了變分不等式之敏感度分析，在其建立敏感度分析模式的理論過程，對

於函數解需具有唯一性的條件，但在交通路網的應用中路網的路段流量是由路徑流量相加而

成，而且在一般的均衡路網當中，路段之流量是唯一的，路徑的流量並非唯一，又敏感度分

析是分析路徑變動之影響程度，也就是說均衡路網問題之路徑流量並不滿足敏感度分析方法

之唯一性條件，故無法直接將變分不等式路網均衡模式進行敏感度分析。Tobin 和 Friezs(1988)

提出一方法滿足唯一性之條件，他們建議利用線性規劃方法，從路段均衡解中求出一組非退

化的路徑流量解，使得變分不等式的敏感度分析方法可以被應用在均衡路網的敏感度分析上。

雖然 Tobin 和 Friesz 對於敏感度分析應用路網的非退化條件(Nondegenerate)過於嚴苛，使得一

般路網無法應用，但他們提出路網的敏感度分析方法使得此近似反應函數和 Stackelberg 迭代
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逼近成為可行。 

卓訓榮等(1991)透過廣義反矩陣方法將可行解空間由路徑轉換為路段，再以路段的可行

解空間進行敏感度分析問題，避免了唯一性的困擾。在轉換的過程中，此方法雖假設存在一

組𝑘值，使得該組路徑解全為正值，但是卻沒有求𝑘值的方法。卓訓榮和羅仕京(1998)提出求得

𝑘值的方法，提出一套演算法補足無法求得𝑘值的不足。而在 1991 年卓訓榮等亦提出最短距離

方法，假設已知一組路徑正流量解及微擾程度並不大下進行可行解集合的轉換。而為了要克

服 Tobin 和 Friezsz 方法之限制，Cho、Smisth 和 Friesz(2000)三位學者提出路網減縮法放鬆了

非退化流量解之假設，該方法假設路段成本函數為嚴格單調，其結果已被應用於求解路網設

計上。本文將引述卓訓榮(1994)對於道路使用者行為、路網敏感度分析相關文獻中所使用變數

的數學符號進行定義，接著引用 Tobin 和 Friesz(1988)、Cho、Smith 和 Friesz(2000)的文獻作

為本研究之基礎。 

以下為本研究將會使用到之數學符號： 

𝑖, 𝑗 ：表示路網節點(node) i 或節點(node) j  

𝑝 ：表示路網中的路徑 p  

𝑝𝑖𝑗 ：表示路網中以 i 為起點， j 為迄點之所有路徑(path)的集合 

𝑎 ：表示路網中的路段 a  

𝑓𝑎 ：表示路網中路段 a 的交通流量 

𝑓 ： ) ... ,, ... ,,( 21 afff 表示路網中所有路段交通流量的向量 

ℎ𝑝 ：表示路網中第 p 條路徑的交通流量 

ℎ ： )... ,, ... ,,( 21 phhh 表示路網中所有路徑交通流量的向量 

𝑇𝑖𝑗 ：表示路網中以 i 為起點， j 為迄點的需求量 

𝛿𝑎𝑝 ：路徑與路段指標變數，當路網中的路段 a 屬於路徑 p 時為 1，否則為 0 

Λ ：起迄點與路徑投引矩陣，當路網中的路徑屬於某一起迄點則為 1，否則為 0 

∆ ： )...,,...( ap 路徑與路段指標矩陣 
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2.1 路網均衡模式與變分不等式 

本小節引述 Cho 等人(2000)建立一個路網，路網當中非負路徑流量ℎ = (ℎ𝑝: 𝑝 ∈ 𝑃) ∈ 𝑅+
𝜌

與旅次需求向量𝑇一致，若且為若𝛬ℎ = 𝑇，非負路段流量𝑓 = (𝑓𝑎: 𝑎 ∈ 𝐴) ∈ 𝑅+
𝛼與旅次需求向量

𝑇一致，若且為若Δℎ = 𝑓對於路徑流量向量與旅次需求向量𝑇一致。 

定義路徑流量的集合𝐻可由路段流量𝑓、需求量𝑇的集合式( 2.1-1 )所組成 

𝐻(𝑓, 𝑇) = {ℎ ∈ 𝑅+
𝜌
: Δℎ = 𝑓, 𝛬ℎ = 𝑇} ( 2.1-1 ) 

定義函數𝑐: 𝑅+
𝛼 → 𝑅+

𝛼為路段成本函數，其中𝑐(𝑓) = (𝑐𝑎(𝑓): 𝑎 ∈ 𝐴)，對於路徑流量則為所

通過路段成本之和，如下式所示 

𝑐𝑝(𝑓) = ∆𝑝
𝑇𝑐(𝑓) ( 2.1-2 ) 

對於每一個𝑓 ∈ 𝑅+
𝛼與𝑤 ∈ 𝑊，定義起訖路徑𝑃𝑊之最小成本為 

𝑐𝑊(𝑓) = 𝑚𝑖𝑛{𝑐𝑝(𝑓): 𝑝 ∈ 𝑃𝑤} ( 2.1-3 ) 

將相關之關係式定義完成後，則考慮使用者均衡，其中均衡時路徑流量ℎ∗滿足使用者均

衡若且為若對於所有路徑𝑝 ∈ 𝑃𝑤與起訖旅次𝑤 ∈ 𝑊 

ℎ𝑝
∗ > 0    ⇒    𝑐𝑝(∆ℎ∗) = 𝑐𝑤(∆ℎ∗) ( 2.1-4 ) 

故均衡路段流量為𝑓∗ = ∆ℎ∗。使用者均衡(User Equilibrium)係指對任一起迄點而言，當路網

達到使用者均衡時，所有被使用的路徑，其旅行成本皆相同，而且最小或等於其他未被使用路徑

的旅行成本。 

回顧 Dafermos(1980)文章中之例子，可以透過變分不等式的解證明路段流量向量的集合；

為了方便這個問題表示方式定義以下符號。對於任一非空集合S ⊆ X ⊆ 𝑅𝑛與函數φ: X → 𝑅𝑛，

則變分不等式的解集合定義如下： 

𝑉𝐼(𝜑, 𝑆) = {𝑥 ∈ 𝑆: 𝜑(𝑥)𝑇(𝑦 − 𝑥) ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝑆} ( 2.1-5 ) 

若對於任一旅次需求向量𝑇，所有與𝑇一致之路段流量向量之旅次需求可行解集合為： 

Ω(𝑇) = {𝑓 ∈ 𝑅𝛼: 𝐻(𝑓, 𝑇) ≠ ∅} ( 2.1-6 ) 
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2.2 變分不等式之敏感度分析 

本小節將討論對變分不等式參數微擾（parameters perturbation）的充分條件。以下為引述

Tobin(1986)及 Tobin 和 Friesz(1988)所得到的結果。 

給定𝐹: 𝑅𝑛 → 𝐾𝑛是連續的、𝑔: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚是可微的、ℎ: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑝是線性的並且定義集合

𝐾 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝑔(𝑥) ≥ 0, ℎ(𝑥) = 0}。若一向量𝑥∗ ∈ 𝐾使得𝐹(𝑥∗)(𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0,∀𝑥 ∈ 𝐾成立，則

𝑥∗可稱為變分不等式在𝐾的一組解。 

定理 2.2.1 (變分不等式有解之必要條件) 

    若向量𝑥∗ ∈ 𝐾對變分不等式是一組解而且在𝑔𝑖(𝑥
∗) = 0的梯度∇𝑔𝑖(𝑥

∗)和梯度∇ℎ𝑖(𝑥
∗)是線

性獨立，其中𝑖 = 1,… , p，則存在𝜆 ∈ 𝑅𝑚、𝜇 ∈ 𝑅𝑝使得下列各式成立： 

𝐹(𝑥∗) − ∇𝑔(𝑥∗)𝑇𝜆 − ∇ℎ(𝑥∗)𝑇𝜇 = 0 ( 2.2-1 ) 

𝜆𝑇𝑔(𝑥∗) = 0, 𝜆 ≥ 0 ( 2.2-2 ) 

定理 2.2.2 (變分不等式有解之充分條件) 

    若𝑔𝑖(𝑥)是凸函數而且𝑥∗ ∈ 𝐾、𝜆 ∈ 𝑅𝑚及𝜇 ∈ 𝑅𝑝滿足變分不等式，則𝑥∗是變分不等式的一

組解，其中𝑖 = 1,… ,𝑚。 

定理 2.2.3 (區間唯一解的充分條件) 

    若滿足定理 2.2.1 之充分條件、𝐹是一可微函數且𝑦𝑇∇𝐹(𝑥∗)𝑦 > 0，對於所有𝑦 ≠ 0使得

下列各式成立： 

∇𝑔𝑖(𝑥
∗)𝑦 ≥ 0 對於使得𝑔𝑖(𝑥

∗) = 0的所有𝑖 ( 2.2-3 ) 

∇𝑔𝑖(𝑥
∗)𝑦 = 0對於使得𝜆𝑖 > 0的所有𝑖 ( 2.2-4 ) 

∇ℎ𝑖(𝑥
∗)𝑦 = 0, 𝑖 = 1,… , p ( 2.2-5 ) 

則𝑥∗對變分不等式是區間唯一解。本定理已在 Tobin(1986)之定理 2.3 證明。 

    給定𝐹: 𝑅𝑛 × 𝑅𝑞 → 𝑅𝑛在(𝑥, 𝜀)上是一次連續可微、𝑔: 𝑅𝑛 × 𝑅𝑞 → 𝑅𝑚在𝑥上是凸函數且在

(𝑥, 𝜀)上為兩階連續可微以及ℎ: 𝑅𝑛 × 𝑅𝑞 → 𝑅𝑝在𝑥上為線性的且對𝜀是一次連續可微的。考慮

變分不等式𝑉𝐼(𝜀)，求𝑥∗ ∈ 𝐾(𝜀)使得下式成立： 

𝐹(𝑥∗, 𝜀)(𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐾(𝜀) ( 2.2-6 ) 
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其中，𝐾(𝜀) = {𝑥|𝑔(𝑥, 𝜀) ≥ 0, ℎ(𝑥, 𝜀) = 0} 

本文以 Tobin(1986)將敏感度分析應用在變分不等式之文章當中之數值例子來說明區間

唯一解的充分條件，給定一可微分之變分不等式及𝐹集合𝐾(𝜀)如下： 

𝐹(𝑥, 𝜀) = [

5𝑥1 + (1 + 𝜀1)𝑥1
2 + 𝑥2 + 3𝑥3

5𝑥1 + 10𝑥2 + (3 + 𝜀2)𝑥2
2 + 2𝑥3

10𝑥1
2 + 8𝑥2

2 + 4𝑥3 + (3 + 𝜀3)𝑥3
2

] ( 2.2-7 ) 

𝑥1 ≥ 0 𝑥2 ≥ 0 𝑥3 ≥ 0 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − (6 + 𝜀4) ≥ 0 

 

( 2.2-8 ) 

    透過 KKT 條件求得變分不等式無微擾的解 

𝑥∗ = [
9 2⁄

3 2⁄
0

] , 𝜆∗ = [

0
0

705 4⁄

177 4⁄

]  ( 2.2-9 ) 

    計算𝐹(𝑥, 𝜀)的導數如下 

∇𝑥𝐹(𝑥, 𝜀) = [

5 + 2(1 + 𝜀1)𝑥1 1 3

5 10 + 2(3 + 𝜀2)𝑥2 2

20𝑥1 16𝑥2 4 + 2(3 + 𝜀3)𝑥3

] ( 2.2-10 ) 

討論式( 2.2-3 )、式( 2.2-4 )之條件，我們可以獲得下式 

∇𝑔3(𝑥
∗)𝑦 = [0 0 1] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = 𝑦3 ≥ 0, 其中𝑔3(𝑥
∗) = 𝑥3 = 0 ( 2.2-11 ) 

∇𝑔3(𝑥
∗)𝑦 = [0 0 1] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = 𝑦3 = 0, 其中𝜆3
∗ = 705 4⁄ > 0 

( 2.2-12 ) 

∇𝑔4(𝑥
∗)𝑦 = [1 1 1] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

] = 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 = 0, 其中𝜆4
∗ = 177 4⁄ > 0 ( 2.2-13 ) 

    由上述三式可以推得𝑦1 + 𝑦2 = 0及𝑦3 = 0，將其代入𝑦𝑇∇𝐹(𝑥∗)𝑦 > 0進行討論 
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 

  010113

13614

4241393614

42490

0135

3114

2

2

2

1

2

21

2

221

2

1

2

332

2

23121

2

1

3

2

1

321







































yyyy

yyyy

yyyyyyyyy

y

y

y

yyy

 ( 2.2-14 ) 

    因此，我們由定理 2.2.3 可以推得𝑥∗為區間唯一解。 

定理 2.2.4 (隱函數定理) 

     設𝑉𝐼(0)滿足定理 2.2.3 中的條件而𝑉𝐼(0)中𝐹(𝑥∗)、𝑔(𝑥∗)、ℎ(𝑥∗)、𝜆、𝜇分別以𝐹(𝑥∗, 0)、

𝑔(𝑥∗, 0)、ℎ(𝑥∗, 0)、𝜆∗、𝜇∗取代，且當𝑔𝑖(𝑥
∗, 0) = 0時其梯度∇𝑔𝑖(𝑥

∗, 0)和∇ℎ𝑖(𝑥
∗, 0)，𝑖 = 1, … , 𝑝，

為線性獨立，此外並設嚴格鬆弛互補條件，當𝑔𝑖(𝑥
∗, 0) = 0時，滿足λ𝑖

∗ > 0。則可得到下列結

果： 

(1) 𝜆∗和𝜇∗是唯一 

(2) 在𝜀 = 0的一鄰域中，存在一唯一的連續可微函數[𝑥(0)𝑇, 𝜆(0)𝑇 , 𝜇(0)𝑇]，其中𝑥(𝜀)是𝑉𝐼(𝜀)

的區域性唯一解，𝜆(𝜀)和𝜇(𝜀)為對應於𝑥(𝜀)的乘數（multipliers），滿足定理 2.2.3 的條件

且[𝑥(0)𝑇 , 𝜆(0)𝑇, 𝜇(0)𝑇] = [𝑥∗𝑇, 𝜆∗𝑇, 𝜇∗𝑇] 

(3) 在𝜀 = 0的鄰域中約束不等式（binding inequalities）不改變，嚴格互補鬆弛性成立且約束

條件（binding constraint）的梯度在𝑥(𝜀)為線性獨立。 

若𝜀 = 0，(𝑥, 𝜆, 𝜇) = (𝑥∗, 𝜆∗, 𝜇∗)，根據定理 2.2.1 我們可以得到： 

𝐹(𝑥, 0) − ∇𝑔(𝑥, 0)𝑇𝜆 − ∇ℎ(𝑥, 0)𝑇𝜇 = 0 ( 2.2-15 ) 

𝜆𝑖𝑔𝑖(𝑥, 0) = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚 ( 2.2-16 ) 

ℎ𝑖(𝑥, 0) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝 ( 2.2-17 ) 

式( 2.2-15 )、式( 2.2-16 )及式( 2.2-17 )對𝑦 = (𝑥, 𝜆, 𝜇)和對𝜀的 Jacobian 矩陣分別以𝐽𝜀
∗和𝐽𝑦

∗

表示。由鏈鎖規則(chain rule)可得，式( 2.2-15 )、式( 2.2-16 )及式( 2.2-17 )所求得的全導數(total 

derivatives)為 

𝐽𝑦
∗(𝜀)∇𝜀𝑦(𝜀) + 𝐽𝜀

∗(𝜀) = 0 ( 2.2-18 ) 

 

 



 

12 
 

系理 2.2.1 

    若定理 2.2.4 的假設成立，即𝐽𝑦
∗存在且(𝑥∗, 𝜆∗, 𝜇∗)對𝜀的導數為 

∇𝜀𝑦(𝜀) = [

∇𝜀𝑥
∗(𝜀)

∇𝜀𝜆
∗(𝜀)

∇𝜀𝜇
∗(𝜀)

] = [𝐽𝑦
∗(𝜀)]

−1
[−𝐽𝜀

∗(𝜀)] ( 2.2-19 ) 

定義：（路網均衡互補條件）假設路網均衡時之路徑流量ℎ∗、路徑最小成本向量𝜇，若ℎ𝑝
∗ >

0, ∀𝑝 ∈ 𝑃𝑤，則𝑐𝑝
′ (ℎ∗) = 𝜇𝑤且若ℎ𝑝

∗ = 0, ∀𝑝 ∈ 𝑃𝑤，則𝑐𝑝
′ (ℎ∗) ≥ 𝜇𝑤；亦可表達為下式 

(𝑐𝑝
′ (ℎ∗) − 𝜇𝑤)ℎ𝑝

∗ = 0 ( 2.2-20 ) 
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2.3 均衡路網流量模式之敏感度分析 

以下為引述 Tobin 與 Friesz(1988)建立之變分不等式問題，變分不等式問題的數學模式是

求均衡路網流量一般化的模式，求得一𝑓∗ ∈ Ω，使得下式成立： 

𝑐(𝑓∗)(𝑓 − 𝑓∗) ≥ 0, ∀𝑓 ∈ Ω ( 2.3-1 ) 

其中Ω = {𝑓|Δℎ = 𝑓∗, Λℎ = 𝑇, ℎ ≥ 0}、𝑐(𝑓)為嚴格單調函數 

則均衡路網流量向量𝑓∗是唯一的，微擾均衡路網流量可寫為下列變分不等式，求得一𝑓∗ ∈ Ω，

使得下式成立： 

𝑐(𝑓𝜀
∗)(𝑓 − 𝑓𝜀

∗) ≥ 0, ∀𝑓 ∈ Ω ( 2.3-2 ) 

其中 Ω = {𝑓|Δℎ = 𝑓𝜀
∗, Λℎ = 𝑇, ℎ ≥ 0} 

  由系理 2.2.1 之結果我們可直接獲得進行敏感度分析之資訊。一般之路網當中，路段的

流量是唯一的，而路徑流量並非唯一，但敏感度資訊是分析路徑的變動狀況，故系理 2.2.1 之

結果通常無法直接存在，因此我們將無法直接使用系理 2.2.1 之結果進行敏感度分析。為了

避免路徑流量之非唯一性，Tobin 與 Friesz(1988)假設無微擾均衡路徑流量解為非退化極值點。

他們所假設之非退化極值解ℎ∗之要求必須要滿足路徑正流量之數量等於矩陣[∆𝑇 , Λ𝑇]的秩，而

矩陣[∆𝑇 , Λ𝑇]的秩至多等於路段正流量之個數加上起訖點配對之個數。並以線性規劃方法透過

不同的向量𝑏 ∈ 𝑅|ℎ|求得一組非退化極值解ℎ∗。 

min 𝑏ℎ  𝑠. 𝑡 ℎ ∈ Γ∗(𝜀) ( 2.3-3 ) 

其中 Γ∗(𝜀) = {ℎ|∆ℎ = 𝑓∗, Λℎ = 𝑇(𝜀), ℎ ≥ 0} 

定義：(非退化解)若求得解之基本變數皆為正值，則此解即為非退化解。反之，該解則為退

化解。在運輸路網當中，若路徑流量解之正流量個數等於矩陣[∆𝑇 , Λ𝑇]的秩，則該組路徑流

量解則為非退化解。 

    令ℎ∗是在Ω(0)中的一個非退化端點，所以ℎ∗是在𝜀 = 0中的一組解。根據定理 2.2.1，

系統存在一組解使得下式成立： 

𝑐′(ℎ∗, 0) − 𝜋 − Λ𝑇𝜇 = 0 ( 2.3-4 ) 

π𝑇ℎ∗ = 0 ( 2.3-5 ) 

Λℎ∗ − 𝑇(0) = 0 ( 2.3-6 ) 

𝜋 ≥ 0 ( 2.3-7 ) 

    因為我們限制了路網中對任一路徑的路段流量必須為正流量，使得𝑐𝑝
′ (ℎ∗, 0) = 𝜇𝑤且 0 。

而將ℎ∗中為正流量的部份定義為ℎ0∗，其相對的起迄路徑矩陣被定義為Λ0。上述之系統可以簡
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化為： 

𝑐′(ℎ0∗, 0) − Λ0𝑇𝜇 = 0 ( 2.3-8 ) 

Λ0ℎ0∗ − 𝑇(0) = 0 ( 2.3-9 ) 

    我們可以很容易的看出Λ0𝑇是線性獨立的，而且𝜇是唯一的。所以系統式( 2.3-8 )及式( 2.3-9 )

可以滿足定理 2.2.4 的條件，ℎ0∗對𝜀的導數即可計算。上述系統在𝜀 = 0時，對(ℎ0, 𝜇)的 Jacobian

矩陣、對𝜀的 Jacobian 矩陣分別為 

[𝐽ℎ0𝜇0
∗ (0)] = [

∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0) −𝛬0𝑇

𝛬0 0
] ( 2.3-10 ) 

[𝐽𝜀
∗(0)] = [

∇𝜀𝑐
0(ℎ∗(0), 0)

−∇𝜀𝑇(0)
] ( 2.3-11 ) 

令 

[𝐽ℎ0𝜇0
∗ (0)]

−1
= [

𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22
] ( 2.3-12 ) 

式中 

𝐵11 = ∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1[𝐼 − 𝛬0𝑇[𝛬0∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1𝛬0𝑇]−1∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1] 

𝐵12 = ∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1𝛬0𝑇[𝛬0∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1𝛬0𝑇]−1 

𝐵21 = −[𝛬0∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1𝛬0𝑇]−1𝛬0∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1 

𝐵22 = −[𝛬0∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0)−1𝛬0𝑇]−1 

並由隱函數定理得到可得 

𝐽𝑦=(ℎ0𝜇0)
∗ (0)∇𝜀𝑦(0) + 𝐽𝜀

∗(0) = 0 ( 2.3-13 ) 

[
∇𝜀ℎ

0(0)

∇𝜀𝜇
0(0)

] = [𝐽ℎ0𝜇0
∗ (0)]

−1
[−𝐽𝜀

∗(0)] 

其中 [𝐽ℎ0𝜇0
∗ (0)] = [

∇ℎ0𝑐0(ℎ∗(0), 0) −𝛬0𝑇

𝛬0 0
] 

[𝐽𝜀
∗(0)] = [

∇𝜀𝑐
0(ℎ∗(0), 0)

−∇𝜀𝑇(0)
] 

( 2.3-14 ) 

∇𝜀𝑓
0(0) = ∆0∇𝜀ℎ

0(0) ( 2.3-15 ) 
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2.4 路網縮減法 

    Tobin 與 Friesz(1988)方法根據隱函數定理並且需要滿足區間唯一性，具體而言，我們需

要透過被限制路網求解線性規劃得到一組路徑流量解 *h ，而為了滿足非退化極值點之要求，

由線性規劃法求得之路徑流量解需等於[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩，但即使我們限制路網使用者均衡問題盡

可能滿足條件時許多路網問題仍然無法滿足前述條件，使得 TF 法可使用的路網受到侷限。

Cho(1988)及 Cho、Smith 和 Friesz(2000)三位學者根據假如運輸成本些微變動時，則流量型態

之改變應亦只是些微變動且與原流量近乎相等之觀點提出一個可行解之子集合，使其解非常

接近原來的可行解集合，此新的可行解集合只包含路段變數在內，如此一來，可以避免 TF 法

中所提及路徑正流量解需等於[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩之假設，可直接進行敏感度分析之推導。 

    最短距離方法首先假設已知一組路徑流量最佳解ℎ∗與ℎ(𝜀)為微擾解，求解下式數學規劃

問題： 

min
ℎ(𝜀)

‖ℎ(𝜀) − ℎ∗‖2 = (ℎ(𝜀) − ℎ∗)𝑇(ℎ(𝜀) − ℎ∗) 

s. t [
Δ1

Λ
] ℎ(𝜀) = [

𝑓1
𝑇(𝜀)

] 

( 2.4-1 ) 

    其中，∆1是將路段路徑矩陣∆重新排列成[
∆1

∆2
]，使得[

∆1

Λ
]為滿秩(full row rank)之矩陣，而

𝑓1則是相對應於∆1之流量，也就是 

∆= [
∆1

∆2
],𝑓 = [

𝑓1
𝑓2

] 

由上述我們可以推得必存在一矩陣[𝑀1 𝑀2]使得 

∆2= [𝑀1 𝑀2] [
Δ1

Λ
] ( 2.4-2 ) 

同理我們可以推得 

𝑓2 = ∆2ℎ(𝜀) = [𝑀1 𝑀2] [
𝑓1

𝑇(𝜀)
] ( 2.4-3 ) 

而因為[
Δ1

Λ
]為滿秩之矩陣，因此上述之數學規劃存在一唯一解 

ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ
∗) = ℎ∗ + [

∆1

Λ
]
𝑇

[
∆1∆1

𝑇 ∆1Λ
𝑇

Λ∆1
𝑇 ΛΛ𝑇 ]

−1

([
𝑓1

𝑇(𝜀)
] − [

∆1

Λ
] ℎ∗) ( 2.4-4 ) 
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令 

[
∆1∆1

𝑇 ∆1Λ
𝑇

Λ∆1
𝑇 ΛΛ𝑇 ]

−1

= [
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
] ( 2.4-5 ) 

為了方便列式，我們簡化式( 2.4-4 )得 

ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ
∗) = 𝑁0ℎ

∗ + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ( 2.4-6 ) 

其中 

𝑁0 = [
𝐼 0
0 𝐼

] − [
Δ1

Λ
]
𝑇

[
∆1∆1

𝑇 ∆1Λ
𝑇

Λ∆1
𝑇 ΛΛ𝑇 ] [

∆1

Λ
] 

𝑁1 = ∆1
𝑇𝑀11 + Λ𝑇𝑀21 

𝑁2 = ∆1
𝑇𝑀12 + Λ𝑇𝑀22 

重新整理式( 2.4-2 )得 

 

 212

2221

12111

2

1

1

1111

221

NN
MM

MM

MM

T

TT

TTT



















































 ( 2.4-7 ) 

因此， 121 NM  與 222 NM  。我們也可以式( 2.4-3 )重新寫成 

𝑓2 = Δ2𝑁1𝑓1 + Δ2𝑁2𝑇(𝜀) ( 2.4-8 ) 

令 

𝐵 = [Δ2𝑁1 − 𝐼] ( 2.4-9 ) 

使得 

𝐵𝑓 + Δ2𝑁2𝑇(𝜀) = 0 ( 2.4-10 ) 

最後可得可行解空間為 

Ω(𝜀) = {𝑓|Δ2𝑁0ℎ
∗ + Δ2𝑁1𝑓1 + Δ2𝑁2𝑇(𝜀) = 𝑓2, 𝑓 ≥ 0} ( 2.4-11 ) 

其解空間符合 Tobin 所提出之敏感度分析定理，因此，可以得到 

[
∇𝜀𝑓(0)

∇𝜀𝜇(0)
] = [

∇𝑓𝑐(𝑓(0), 0) −𝐵

𝐵 0
]
−1

[
−∇𝜀𝑐(𝑓(0), 0)

−∆2𝑁2∇𝑇(0)
] ( 2.4-12 ) 
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2.5 高階敏感度分析 

Cho 與 Huang(2014)提出均衡路網二階敏感度的一般形式，並將此敏感性資訊應用於二階

泰勒展開式近似反應函數，此方法有效解決路網號誌控制問題，最後說明非線性近似演算法

的二階敏感度計算和收斂速度，其收斂速度優於一階敏感度。其二階敏感度資訊如下： 

定義 2.5.1 (Kronecker Product) 

給定U ∈ 𝑅𝑚×𝑛與V ∈ 𝑅𝑝×𝑞，則U和V之 Kronecker Product 為 

U ⊗ V = [
𝑢11𝑉 ⋯ 𝑢1𝑛𝑉

⋮ ⋱ ⋮
𝑢𝑚1𝑉 ⋯ 𝑢𝑚𝑛𝑉

] ( 2.5-1 ) 

定義 2.5.2 (Vector operator) 

給定U ∈ 𝑅𝑚×𝑛且U𝑗為U的第𝑗個行向量(column vector)，則定義𝑣𝑒𝑐𝑈 ∈ 𝑅𝑚𝑛×1如下 

𝑣𝑒𝑐𝑈 = [U1
𝑇 U2

𝑇  …U𝑛
𝑇]

𝑇
 ( 2.5-2 ) 

定義 2.5.3 給定U為一個𝑝 × 𝑞實變數𝑠矩陣的𝑚 × 𝑛，則U的導數為 

𝐷𝑠𝑈 =
∂𝑣𝑒𝑐𝑈

𝜕(𝑣𝑒𝑐𝑠)𝑇
 ( 2.5-3 ) 

定理 2.5.1 

給定𝑈: 𝑆 → 𝑅𝑚×𝑟與𝑉: 𝑃 → 𝑅𝑟×𝑛在𝑅𝑝×𝑞的開集𝑆上是可微的，則UV在𝑆上也是可微的且

Jacobian 矩陣為 

𝐷𝑠(𝑈𝑉) =
∂𝑣𝑒𝑐𝑈𝑉

𝜕(𝑣𝑒𝑐𝑠)𝑇
= (𝑉𝑇 ⊗ 𝐼𝑚)𝐷𝑠𝑈 + (𝐼𝑛 ⊗ 𝑈)𝐷𝑠𝑉 ( 2.5-4 ) 

定理 2.5.2 

給定𝑓: 𝑆 → 𝑅𝑚、𝑆 ∈ 𝑅𝑛、𝑟為𝑆的內點及𝐵(𝑠0, 𝑟)為S上的開球，給定s為𝑅𝑛中的一個點，其

中‖𝑠‖ < 𝑟使得𝑠0 + 𝑠 ∈ 𝐵(𝑠0, 𝑟)，若𝑓在𝑠0上二階可微，則𝑓在𝑠0 + 𝑠上的二階泰勒展開式為 

𝑓(𝑠0 + 𝑠) = 𝑓(𝑠0) + 𝐷𝑠𝑓(𝑠 − 𝑠0) +
1

2
((𝑠 − 𝑠0)

𝑇 ⊗ 𝐼𝑚)𝐻𝑠𝑓(𝑠0)(𝑠 − 𝑠0) ( 2.5-5 ) 

推理 7. 均衡路網流量之二階敏感度為 

[
𝐻𝑠𝑓
𝐻𝑠𝜇

] = (𝑉𝑇 ⊗ 𝐼𝛼×𝛼2
)𝐷𝑠𝑈 + (𝐼𝑘 ⊗ 𝑈)𝐷𝑠𝑉 

其中，𝑈(𝑓(𝑠), 𝑠) = [
𝐷𝑓𝑡(𝑓(𝑠), 𝑠) −𝑀𝑇

𝑀 0
]
−1

 

𝑉(𝑓(𝑠), 𝑠) = [
−𝐷𝑠𝑡(𝑓(𝑠), 𝑠)

∆2𝑁2𝐷𝑠𝑇(𝑠)
] 
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第三章 路網均衡區間敏感度分析之路網縮減法 

本研究因雙層路網設計問題中，因透過泰勒展開式以線性近似之方式求得使用者之反應

函數，故需求得反應函數之一階導函數，因此將透過微擾參數在區間唯一解附近之擾動情形

（即敏感度資訊）求得，故在本章將討論 Cho 等(2000)學者提出路網縮減法求解敏感度資訊

之方法，而為了發展敏感度結果，該文獻中建立路段成本函數或旅次需求微擾參數均衡問題，

並討論這些函數的條件，假設微擾均衡路段成本函數為區間嚴格單調且存在一個微擾路徑均

衡流量滿足為正條件，則變分不等式微擾均衡的模式將可直接被應用在路段變數上。本章節

3.1 節至 3.4 節之方法引述自 Cho 等人(2000)。 

3.1 微擾系統 

假設流量成本函數與旅次需求向量會受到一些有限維度的參數𝜃 ∈ 𝑅𝑘向量所影響，成本

函數𝑐0與旅次需求向量𝑇0被參數值𝜃0所影響，亦即𝑐0與𝑇0受到參數值而改變時會在參數值𝜃0

之鄰域Θ之間，則若對於每一個𝜃 ∈ Θ定義一個微擾向量𝜀 = 𝜃 − 𝜃0，建立一個微擾向量的集合

𝐷 = {𝜀 ∈ 𝑅𝑘: 𝜃0 + 𝜀 ∈ Θ}，其中集合也包含無微擾向量0 ∈ 𝐷，其對應到初始無微擾參數向量

𝜃0。 

考慮初始微擾參數𝜃0，假設所有充分微小微擾都是可行的。為了更準確，假設對於每一

個𝑥 ∈ 𝑅𝑛與常數𝛿 > 0，存在一個集合𝐵(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑅𝑛: ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿}為𝑅𝑛中的𝑥鄰域，則現在

假設𝐷在𝑅𝑘中包含一些零鄰域𝐵(0)。除此之外，對於微小微擾與其之連續性，故給定集合𝐷是

有界且封閉的集合。 

定義 3.1.1 在𝑹𝒏空間上，一個集合為緊緻集若且為若該集合為一有界之閉集 

定義 3.1.2 每一個包含零域之緊緻集𝐷 ⊆ 𝑅𝑘為容許的微擾定義域。 

給任意微擾定義域𝐷，其要求每一個𝜀 ∈ 𝐷也許會與獨立的路徑成本函數c(∙, 𝜀)與旅次需求

向量𝑇(𝜀)有關聯，其中𝑐0 = c(∙ ,0)、𝑇0 = T(0)。因此，對於每一個𝜀 ∈ 𝐷與𝑓 ∈ 𝑅𝛼給定微擾路

徑流量集合為 

H(𝑓, 𝜀) = {ℎ ∈ 𝑅+
𝜌
: Δℎ = 𝑓, 𝛬ℎ = 𝑇(𝜀)} ( 3.1-1 ) 

並定義可行的路段流量集合 

Ω(𝜀) = {𝑓 ∈ 𝑅𝛼: 𝐻(𝑓, 𝜀) ≠ ∅} ( 3.1-2 ) 

其中，H(𝑓, 0) = H(𝑓, 𝑇0)、Ω(0) = 𝑇0  

則透過𝑐(∙, 𝜀)、𝑇(𝜀)定義均衡問題之均衡路段流量向量集合則可以由變分不等式問題求

得一解集合如下 
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𝑉𝐼(c(∙, 𝜀), Ω(𝜀)) = {𝑓 ∈ Ω(𝜀): c(𝑓, 𝜀)𝑇(𝑔 − 𝑓) ≥ 0, ∀𝑔 ∈ Ω(𝜀)} ( 3.1-3 ) 

因要討論的微擾問題在均衡路段流量向量上至少是區間唯一解，故定義一個微擾系統，

在定義為擾系統問題之前，將先針對一些會用到之集合進行定義。 

定義 3.1.3 給定F ⊂ 𝑅𝑛、𝑓 ∈ 𝑅𝑛，若𝐵𝑟(𝑓) ∩ 𝐹 − {𝑓} ≠ ∅，∀𝑟 > 0，則𝑓被稱為𝐹的極限點或匯

聚點(cluster point)。 

定義 3.1.4 給定𝐅 ⊂ 𝑹𝒏，𝑭′ = {𝑓|𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑓為𝐹的極限點}稱為匯聚點集(derived set)。 

定義 3.1.5 𝑐𝑙(F) = 𝐹 ∪ 𝐹′稱為 F 的閉包(closure) 

定義 3.1.6 對於任意微擾定義域𝐷、連續函數c：𝑅+
𝛼 × 𝐷 ⟶ 𝑅+

𝛼，𝑇：𝐷 ⟶ 𝑅++
𝜔 與開集𝐹 ⊆ 𝑅𝛼，

有序集合(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)被稱為微擾系統若且為若區間唯一性條件滿足，對於所有微擾向量𝜀 ∈ 𝐷 

|𝑉𝐼(c(∙, ε), Ω(ε)) ∩ F| = 1 = |𝑉𝐼(c(∙, ε), Ω(ε)) ∩ cl(F)| ( 3.1-4 ) 

從上述之區間唯一條件說明對於每個影響流量解的微擾向量𝜀 ∈ 𝐷，式( 3.1-3 )之變分不

等式之解集合恰好有唯一解𝑓(𝜀) ∈ Ω(𝜀) ∩ 𝐹且也不存在其他解落在Ω(𝜀) ∩ 𝑐𝑙(𝐹)，亦即解存在

Ω(𝜀) ∩ 𝐹且沒有其他解落在邊界上，若𝑉𝐼(𝑐(∙, 𝜀), 𝛺(𝜀)) − F ≠ ∅，則𝑓(𝜀)相對於開集𝐹為區間唯

一(locally unique)，且若𝑉𝐼(𝑐(∙, 𝜀), 𝛺(𝜀)) − 𝐹 = ∅，亦即流量集合之開集恰為變分不等式之解

集合，則𝑓(𝜀)在Ω(𝜀)上為全域唯一(globally unique)。在所有情況上，對於集合𝐹 ⊆ 𝑅𝛼解向量

𝑓(𝜀)定義為唯一均衡路段流量函數𝑓：𝐷 → 𝐹，主要目標是了解這些函數的特性，驗證系統上

微擾機制變動對於區間均衡路徑流量上的變化。 

  

圖 3.1-1 變分不等式解集合之區間唯一性 
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定理 3.1.1 （路段流量之連續性） 

    對於每一個微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)，其相關的均衡路段流量函數𝑓：𝐷 → 𝐹是連續的。 

 
圖 3.1-2 微擾路段流量之連續性 

微擾均衡路段流量的連續性是取決於𝑐、𝑇的連續性，特別是，這些連續性的特性是獨立

於任何𝑐的單調特性，如同 Dafermos & Nagurney(1984b)與 Dafermos(1986)在連續性定理上所

舉的例子，這些結果可能被認為分析均衡路段流量中的微擾機制，但卻可能沒有產生任何流

量改變的運作過程。因此，因此其方法主要的目標是為了放鬆條件以避免太強條件在微擾系

統上。 
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3.2 縮減法 

Dafermos & Nagurney(1984)指出若成本函數為嚴格單調，則其函數之微擾變化會使得均

衡流量隨著成本變動，也就是說成本函數若是微小變動，則流量的型態也會是細微變動且與

原始解差異不大，故若產生一個僅包含路段流量之可行解子集合，使得他與原始之可行解集

合幾乎相同，亦即這個子集合僅包含路段變數而無路徑變數，因此，採用「最短距離法」從

每一個均衡路段流量向量𝑓(𝜀)去求得唯一均衡路徑流量向量，並求得的解在無微擾鄰域的路

段流量均衡解去建構變分不等式縮減法的解集合。 

假設能夠縮減式( 3.1-2 )可行路段流量集合Ω(𝜀)為較小的集合𝑆 ⊆ Ω(𝜀)其中包含解𝑓(𝜀)，

也就是說這個集合也落在𝑉𝐼(c(∙, 𝜀), 𝑆)，但𝑓(𝜀)可能並非此縮減問題的唯一解。為了維持解的

唯一性，必須更進一步增加其他條件，故要求更強的條件在c(∙, 𝜀)上，微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)必須

滿足區間嚴格單調條件如下： 

C1.區間嚴格單調條件 

    對於所有𝜀 ∈ 𝐵𝑠存在一些零鄰域、𝐵𝑠 ⊆ 𝐷使得c(∙, 𝜀)在Ω(𝜀) ∩ 𝑐𝑙(𝐹)為嚴格單調。 

 

圖 3.2-1 函數嚴格單調性 

引理 3.2.1  

    若(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)為一微擾系統滿足上述區間嚴格單調條件，則對於所有𝜀 ∈ 𝐵𝑠、𝑆 ⊆ 𝑅+
𝛼且

𝑓(𝜀) ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅+
𝛼， 

𝑉𝐼(𝑐(∙, 𝜀), 𝛺(𝜀)) ∩ 𝐹 = {𝑓(𝜀)} ( 3.2-1 ) 

必成立。 

若𝜀充分趨近於零時，集合Ω(𝜀)能夠被縮減到較小的集合Ω0(𝜀)，其中包含較低維度的路

徑流量向量，式( 2.1-4 )提及使用者均衡時的路徑流量，在無微擾的情況下（𝜀等於零），當相

同起訖中之路徑與所有路徑之成本比較，若該路徑之成本不為最小成本時，則這些路徑必為
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零流量，且考慮微擾的情況下（𝜀趨近為零），這些路徑在所有使用者均衡時仍必須持續為零

流量，式( 2.1-2 )對於每個路徑，均衡路徑成本在微擾機制下表示為𝑐𝑝(𝑓(𝜀), 𝜀) = ∆𝑝
𝑇𝑐(𝑓(𝜀), 𝜀)，

則對於旅次需求𝑤 ∈ 𝑊，令 

𝑐𝑤(𝜀) = 𝑚𝑖𝑛{𝑐𝑝(𝑓(𝜀), 𝜀): 𝑝 ∈ 𝑃𝑤} ( 3.2-2 ) 

為最小路徑成本𝑃𝑤，則最小成本路徑𝑃𝑤的集合為 

𝑃𝑤(𝜀) = {𝑝 ∈ 𝑃𝑤: 𝑐𝑝(𝑓(𝜀), 𝜀) = 𝑐𝑤(𝜀)} ( 3.2-3 ) 

與對應到完整路網的最小成本路徑集合為 

𝑃(𝜀) =∪𝑤∈𝑊 𝑃𝑤(𝜀) ( 3.2-4 ) 

引理 3.2.2 

對於任一微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)，存在一個零鄰域𝐵0 ⊆ 𝐷使得下式成立 

𝑃(𝜀) ⊆ 𝑃(0) 對於所有𝜀 ∈ 𝐵0 ( 3.2-5 ) 

接著為了要建立縮減法的路徑流量集合Ω(𝜀)，令𝜌0 = |𝑃(0)| ≤ 𝜌、Δ0與Λ0分別為Δ與Λ刪

除矩陣所有行(column)中對應到路徑𝑝 ∈ 𝑃 − 𝑃(0)之矩陣，則對於每一個𝜀 ∈ 𝐷與𝑓 ∈ Ω(𝜀)對應

到式( 3.1-1 )，縮減法之微擾路徑流量集合為 

𝐻0(𝑓, 𝜀) = {ℎ ∈ 𝑅+
𝜌0: Δ0ℎ = 𝑓, 𝛬0ℎ = 𝑇(𝜀)} ( 3.2-6 ) 

對應到式( 3.1-2 )中Ω(𝜀)縮減後較小的路徑流量解集合為 

Ω0(𝜀) = {𝑓 ∈ 𝑅𝛼: 𝐻0(𝑓, 𝜀) ≠ ∅} 

其中，對於所有𝜀充分趨近於零。 

( 3.2-7 ) 

引理 3.2.3 

    對於任一微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)，滿足區間嚴格單調條件，對於所有𝜀 ∈ 𝐵存在一個零鄰域

𝐵 ⊆ 𝐷使得 

𝑉𝐼(𝑐(∙, 𝜀), 𝛺0(𝜀)) ∩ 𝐹 = {𝑓(𝜀)} ( 3.2-8 ) 

式( 3.2-3 )中每個集合𝑃𝑤(0)在無微擾的情況下是非空集合，每一個路徑𝑝 ∈ 𝑃𝑤若落在旅次

需求𝑤上，則對應到Λ0的行向量值則為 1，其中這個起訖路徑矩陣包含𝑤個線性獨立的行向量，

因此這個矩陣為滿秩(full row rank)矩陣，接著從Δ0選擇列秩的集合定為Δ1
0並結合Λ0為一個滿

秩矩陣[
Δ1

0

Λ0
]。在這裡會出現兩種情況，第一，Δ1

0為空集合，也就是說Δ0中每一個列皆可以透過

Λ0所生成(Δ0 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(Λ0))，則會存在一個矩陣𝑀0使得Δ0 = 𝑀0Λ0，將此結果帶入式( 3.2-6 )替

代𝐻0(𝑓, 𝜀) ≠ ∅ ⟺ 𝑀0𝑇(𝜀) = 𝑓，可推得式( 3.2-7 )僅剩下唯一的元素𝑀0𝑇(𝜀)，又由引理 3.2.2

得𝑓(𝜀) ∈ Ω0(𝜀)，我們可得到 

𝑓(𝜀) = 𝑀0𝑇(𝜀) ( 3.2-9 ) 
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因此，對於這個情況下，均衡敏感度分析路段流量𝑓(𝜀)可以透過旅次需求𝑇(𝜀)表示。另外

一種情況則是，Δ0不包含Λ0之列生成，考慮到這種情況下，將Δ0分割成式 

Δ0 = [
Δ1

0

Δ2
0] 

( 3.2-10 ) 

並選擇最大之集合矩陣Δ1
0使得[

Δ1
0

Λ0
]為一個滿秩矩陣，其中𝛼1為Δ1

0之列個數，且定義𝛼2為

Δ0消除Δ1
0之列剩餘Δ2

0之列個數，故我們可以找到兩個矩陣𝑀1、𝑀2使得下式成立 

Δ2
0 = 𝑀1Δ1

0 + 𝑀2Λ
0 ( 3.2-11 ) 

由上述之矩陣分割，這意味著如果我們將每個路段流量𝑓 ∈ Ω0(𝜀)分割與式( 3.2-10 )相對

應之流量[
𝑓1
𝑓2

]，則我們可以根據式( 3.2-6 )及式( 3.2-11 )選擇任意路徑流量ℎ ∈ 𝐻0(𝑓, 𝜀)使得流

量𝑓2與𝑓1及𝑇(𝜀)之關係式如下 

𝑓2 = Δ2
0ℎ = 𝑀1Δ1

0ℎ + 𝑀2Λ
0ℎ 

     = 𝑀1𝑓1 + 𝑀2𝑇(𝜀) 

( 3.2-12 ) 

上述提及之關係式，稱為流量守恆條件。我們現在考慮對於任一固定的𝜀 ∈ 𝐷、𝑓1 ∈ 𝑅𝛼1

及ℎ0 ∈ 𝑅𝜌0，定義最小距離問題： 

min‖ℎ − ℎ0‖
2 = (ℎ − ℎ0)

𝑇(ℎ − ℎ0) 

s. t ℎ ∈ 𝑅𝜌0 
( 3.2-13 ) 

[
∆1

0

Λ0
] ℎ = [

𝑓1
𝑇(𝜀)

] ( 3.2-14 ) 

由於[
∆1

0

Λ0
]為滿秩矩陣，故對於每一個選取的(𝜀, 𝑓1, ℎ0)皆會有唯一解ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0)存在式

( 3.2-13 )( 3.2-14 )之問題。接著針對最小距離問題進行求解，首先透過拉格朗日多項式： 

ℒ = (ℎ − ℎ0)
𝑇(ℎ − ℎ0) + 𝛽 ([

𝑓1
𝑇(𝜀)

] − [
∆1

0

Λ0
] ℎ) ( 3.2-15 ) 

一階條件為零求最佳解，即
∂ℒ

∂𝑥
= 0、

∂ℒ

∂𝛽
= 0 

∂ℒ

∂𝑥
= 0 ⟹ 2(ℎ − ℎ0) − [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

𝛽 = 0 ( 3.2-16 ) 

∂ℒ

∂𝛽
= 0 ⟹ [

𝑓1
𝑇(𝜀)

] − [
∆1

0

Λ0
] ℎ = 0 ( 3.2-17 ) 

在式( 3.2-16 )乘上[
∆1

0

Λ0
]可得 

2 [
∆1

0

Λ0
] (ℎ − ℎ0) = [

∆1
0

Λ0
] [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

𝛽 ( 3.2-18 ) 
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又因為[
∆1

0

Λ0
]為滿秩(full row rank)，故存在，可求得𝛽如下式 

𝛽 = 2([
∆1

0

Λ0
] [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

)

−1

[
∆1

0

Λ0
] (ℎ − ℎ0) 

      = 2 ([
∆1

0

Λ0
] [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

)

−1

([
𝑓1

𝑇(𝜀)
] − [

∆1
0

Λ0
] ℎ0) 

( 3.2-19 ) 

將求得之結果帶回( 3.2-16 )可得 

ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0) = ℎ0 + [
∆1

0

Λ0
]
𝑇

[
∆1

0∆1
0𝑇

∆1
0Λ0𝑇

Λ0∆1
0𝑇

Λ0Λ0𝑇]

−1

([
𝑓1

𝑇(𝜀)
] − [

∆1
0

Λ0
] ℎ0) ( 3.2-20 ) 

為了簡化上式，令 

[
∆1

0∆1
0𝑇

∆1
0Λ0𝑇

Λ0∆1
0𝑇

Λ0Λ0𝑇]

−1

= [
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
] ( 3.2-21 ) 

其中 

𝑀11 = [∆1
0∆1

0𝑇
− ∆1

0Λ0𝑇
(Λ0Λ0𝑇

)
−1

Λ0∆1
0𝑇

]
−1

 ( 3.2-22 ) 

𝑀12 = −(∆1
0∆1

0𝑇
)
−1

∆1
0Λ0𝑇

[Λ0Λ0𝑇
− Λ0∆1

0𝑇
(∆1

0∆1
0𝑇

)
−1

∆1
0Λ0𝑇

]
−1

 ( 3.2-23 ) 

𝑀21 = −[Λ0Λ0𝑇
− Λ0∆1

0𝑇
(∆1

0∆1
0𝑇

)
−1

∆1
0Λ0𝑇

]
−1

Λ0∆1
0𝑇

(∆1
0∆1

0𝑇
)
−1
 ( 3.2-24 ) 

𝑀22 = [Λ0Λ0𝑇
− Λ0∆1

0𝑇
(∆1

0∆1
0𝑇

)
−1

∆1
0Λ0𝑇

]
−1

 ( 3.2-25 ) 

為了簡化表示，我們將式( 3.2-20 )整理如下 

ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0) = (𝐼 − [
∆1

0

Λ0
]
𝑇

[
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
]) ℎ0                 

                 + (∆1
0𝑇

𝑀11 + Λ0𝑇
𝑀21) 𝑓1 + (∆1

0𝑇
𝑀12 + Λ0𝑇

𝑀22) 𝑇(𝜀) 

( 3.2-26 ) 

令 

𝑁0 = 𝐼 − [
∆1

0

Λ0
]
𝑇

[
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
] [

∆1
0

Λ0
] ( 3.2-27 ) 

𝑁1 = ∆1
0𝑇

𝑀11 + Λ0𝑇
𝑀21 ( 3.2-28 ) 

𝑁2 = ∆1
0𝑇

𝑀12 + Λ0𝑇
𝑀22 ( 3.2-29 ) 

故可以將( 3.2-26 )簡化為下式 

ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0) = 𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ( 3.2-30 ) 

觀察滿秩矩陣[
∆1

0

Λ0
]並透過式( 3.2-11 )及式( 3.2-21 )求解𝑀1、𝑀2 
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Δ2
0 = 𝑀1Δ1

0 + 𝑀2Λ
0 = [𝑀1 𝑀2] [

∆1
0

Λ0
] 

將上式兩邊同乘[
∆1

0

Λ0
]
𝑇

 

∆2
0 [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

= [𝑀1 𝑀2] [
∆1

0

Λ0
] [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

 

⟹ ∆2
0 [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

= [𝑀1 𝑀2] [
∆1

0∆1
0𝑇

∆1
0Λ0𝑇

Λ0∆1
0𝑇

Λ0Λ0𝑇] 

⟹ [𝑀1 𝑀2] = Δ2
0 [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

([
∆1

0

Λ0
] [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

)

−1

 

        = Δ2
0 [

∆1
0

Λ0
]
𝑇

[
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22
] 

因此，矩陣𝑀1、𝑀2能夠被Δ2
0所表示出來，且由式( 3.2-28 )、式( 3.2-29 )可推得矩陣𝑁1、

𝑁2與𝑀1、𝑀2之關係為𝑀1 = Δ2
0𝑁1，𝑀2 = Δ2

0𝑁2，我們可以將式( 3.2-12 )流量守恆條件表示如下

式所示： 

Δ2
0𝑁1𝑓1 − 𝑓2 + Δ2

0𝑁2𝑇(𝜀) = 0 ( 3.2-31 ) 

給出式( 3.2-26 )最短距離解，接著觀察若由式( 3.2-12 )定義𝑓2 ∈ 𝑅𝛼−𝛼1、集合𝑓 = [
𝑓1
𝑓2

]，則

馬上可以從限制式( 3.2-14 )與式( 3.2-11 )、式( 3.2-12 )做結合。 

Δ0ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0) = 𝑓 ( 3.2-32 ) 

𝛬0ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0) = 𝑇(𝜀) ( 3.2-33 ) 

另一方面而言，若我們現在將式( 3.2-26 )寫成非負條件如下 

𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ≥ 0 ( 3.2-34 ) 

則可行路段流量集合可以被表示為 

Ω𝜀(ℎ0) = {𝑓 ∈ 𝑅+
𝛼: ( 3.2-31 )、( 3.2-34 )成立} ( 3.2-35 ) 

必須滿足Ω𝜀(ℎ0) ⊆ Ω0(𝜀)。除此之外，因為均衡路段向量𝑓(𝜀) = [
𝑓1(𝜀)

𝑓2(𝜀)
]滿足式( 3.2-31 )，

若𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ≥ 0為真，則我們可得𝑓(𝜀) ∈ Ω𝜀(ℎ0) ⊆ Ω0(𝜀)，在變分不等式的集合

Ω𝜀(ℎ0)描述𝑓(𝜀)的特性。另外，由於式( 3.2-31 )及式( 3.2-34 )為路徑流量的自由變數，則將可

以直接被允許直接使用前一小節之結果。 

然而，最短距離問題通常不能保證非負解，其中一個可能的方向為透過嚴格的路徑流量

ℎ非負限制，但解無法容易地透過式( 3.2-26 )求得，事實上將需要關於限制非負約束條件的充

分條件，以避免使集合Ω𝜀(ℎ0)發生顯著的簡化。  
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3.3 區間正規微擾系統 

為了要順利研究微擾發生時路徑流量對於微擾參數影響發生的變化，接著將在微擾系統

(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)上增加一個正規條件，這個條件將確保在式( 3.2-13 )最短距離法中所求得的ℎ存在，

而且對於所有𝜀充分接近 0 時，ℎ(𝜀, 𝑓1, ℎ0)的恆正性與對於所有𝑓 ∈ Ω0(𝜀)充分趨近於均衡路段

流量向量𝑓(𝜀) ∈ Ω0(𝜀)，必須充分要求無微擾路網均衡問題存在至少一組均衡路段流量向量，

其中該向量可在所有最小成本路徑上被使用，建構這個條件的主要原因係因微擾情形發生時

可能發生流量降低，故須確保受到保微擾後的流量不為負值或零，回顧式( 3.2-6 )結合引理 

3.2.2，對於每一個𝜀 ∈ 𝐵0在𝐻0(𝑓, 𝜀)的向量有先前刪除在𝐻(𝑓, 𝜀)上由所有最短路徑𝑝 ∈ 𝑃(𝜀)組

成的均衡路徑流量向量，因此，若我們給定 

𝐻+(𝜀) = 𝐻0(𝑓(𝜀), 𝜀) ∩ 𝑅++
𝜌0  ( 3.3-1 ) 

其定義為在𝐻0(𝑓(𝜀), 𝜀)上正流量向量的集合，則區間恆正條件將能夠考慮為 

C2. 區間恆正 

𝐻+(0) ≠ ∅ 

 

圖 3.3-1 均衡解集合恆正示意圖 

從上圖可以看到滿足區間恆正之原因，係因考量若發生為擾情形時，仍須確保路徑流量

解為非負值或零，故在原先取𝐻+(𝜀)時需限制𝐻+(0)為空集合，亦即流量集合需為區間恆正值，

使得發生為擾情形時不得使流量為零。 

定義 3.3.1 對於任意微擾定義域𝐷、連續函數c：𝑅+
𝛼 × 𝐷 → 𝑅+

𝛼、𝑇：𝐷 → 𝑅++
𝜔 及開集合𝐹 ⊆

𝑅𝛼，有序集合(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)被稱為微擾系統若且為若(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)滿足條件 C1、C2 且滿足下列之

區間存在性條件 

C3. 區間存在性 

對於所有微擾向量𝜀 ∈ 𝐷，VI(c(∙, 𝜀), Ω(𝜀)) ∩ F ≠ ∅。 

由引理 3.2.1，條件 C1 與 C3 暗示了區間唯一條件，因此，每一區間正規微擾系統

(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)確實為一個定義 3.1.2 上之微擾系統。給定這一種微擾系統的類別，我們首先可以
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證明對於每一個選擇的ℎ0 ∈ 𝐻+(0)，這個解是在式( 3.2-13 )、式( 3.2-14 )透過令𝑓1等於對

於所有𝜀充分收斂於 0時均衡路段流量向量𝑓1(𝜀)為正值。 

引理 3.3.1  

對於每一個區間正規微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)與向量ℎ0 ∈ 𝐻+(0)，存在一個零鄰域𝜀 ⊆ 𝐷使得

對於所有𝜀 ⊆ 𝐵，則 

ℎ[𝜀, 𝑓1(𝜀), ℎ0] ∈ 𝑅++
𝜌0  ( 3.3-2 ) 

這個解直接的結果，就式( 3.2-35 )縮減可行路段流量集合上我們有均衡路段流量的區間

特性。 

定理 3.3.1 (縮減定理) 

對於每一個區間正規微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)與選擇的ℎ0 ∈ 𝐻+(0)，存在一個零鄰域𝐵0 ⊆ 𝐷

使得對於所有𝜀 ⊆ 𝐵 

VI(c(∙, 𝜀), Ω𝜀(ℎ0)) ∩ F = {𝑓(𝜀)} ( 3.3-3 ) 

 

圖 3.3-2 路段流量解可行解集合 
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3.4 區間均衡路段流量敏感度分析函數 

給定一個縮減路段流量特性的均衡路段流量函數𝑓：𝐷 → 𝑅+
𝛼接近零，現在要分析在這個

區域上區間特性的微擾路段流量，觀察區間恆正條件 C2，對於每一個p ∈ P(0)，確保均衡路

段流量的恆正，這仍然可能有一些均衡路段流量在𝑓(0)為零，然而，這些路段則可以在下數

分析中被刪除。 

引理 3.4.1  

對每一個區間正規微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)，存在一個零鄰域𝐵 ⊆ 𝐷，使得對於所有𝜀 ∈ 𝐵與𝑎 ∈

𝐴，則 

𝑓𝑎(𝜀) = 0 若且為若 𝑓𝑎(0) = 0 ( 3.4-1 ) 

也就是說從上述推理可知，路段流量為零的路段，其路段上無論是否會受到微擾參數影

響，流量皆為零，為了區間敏感度分析，於此刪除流量為零的所有路段，並指將重點放在流

量恆正的子集合𝐴0 

𝐴0 = {𝑎 ∈ 𝐴|∑ ∆𝑎𝑝
𝑝∈𝑃(0)

> 0} ( 3.4-2 ) 

3.4.1 區間平滑微擾系統 

為了利用縮減定理對零點附近的均衡路段流量函數進行分析，故使得微擾系統滿足區間

可微性假設。為此，先定義以下符號，對於任意開集𝑆 ⊆ 𝑅𝑛與可微函數𝐺：𝑆 ⟶ 𝑅𝑚，給定

一個m × n矩陣的偏微矩陣（也就是函數𝐺的 Jacobian 矩陣）計算點𝑥° = (𝑥°1, 𝑥°2, … , 𝑥°𝑛) ∈

𝑆的偏導數如下 

∇G(𝑥)|𝑥=𝑥°
=

[
 
 
 
 
𝜕𝑔1(𝑥)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑔1(𝑥)

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑚(𝑥)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑔𝑚(𝑥)

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 
 

 ( 3.4-3 ) 

則G被定義為連續可微若且為若函數∇G: 𝑆 ⟶ 𝑅𝑚為連續。相同的，對於任意𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)

的子集合𝑦 = (𝑥1, … , 𝑥𝑘)、𝑧 = (𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑛)，我們定義G對𝑦的偏導數為 

∇𝑦G(𝑦°, 𝑧°) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑔1(𝑥)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑔1(𝑥)

𝜕𝑥𝑘

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑚(𝑥)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑔𝑚(𝑥)

𝜕𝑥𝑘 ]
 
 
 
 

 ( 3.4-4 ) 
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定義 3.4.1 給定𝑀 ∈ 𝑅𝑚×𝑚為正定矩陣若且為若對於所有𝑢 ∈ 𝑅𝑚、𝑢 ≠ 0 

𝑢𝑇𝑀𝑢 > 0 ( 3.4-5 ) 

定義3.4.2 一個區間正規微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)被稱為區間平滑若且為若存在一個零鄰域𝐵(0) ⊆

𝐷與一個f(0)鄰域𝐹(0) ⊆ 𝐹⋂𝑅++
𝛼 使得被限制的函數c: 𝐹(0) × 𝐵(0) → 𝑅+

𝛼與𝑇: 𝐵(0) → 𝑅++
𝜔 是連

續可微且區間正定的條件滿足。 

C4 區間正定 

∇𝑓𝐶[𝑓(0), 0]是正定矩陣 

還要注意的是，雖然 C4 原則上只需要相對於可行解集合的正定性就可以放鬆，但對於可

微系統的區間唯一解來說，這個條件幾乎總是可以滿足的。接下來從定理 2.1 和條件 C1 觀

察，為了不失一般性我們可以假設對於所有𝜀 ∈ 𝐵(0)以下兩個條件都成立： 

𝑓(𝜀) ∈ 𝐹(0) ( 3.4-6 ) 

𝑐(∙, 𝜀)在Ω(𝜀) ∩ 𝐹(0)是嚴格單調 ( 3.4-7 ) 

除此之外，假如我們固定任意選擇ℎ0 ∈ 𝐻+(0)，則藉由引理 3.4.1 與定理 3.3.1，對於所

有𝜀 ∈ 𝐵(0)也許可以假設下列兩個額外的條件成立 

ℎ[𝜀, 𝑓1(𝜀), ℎ0] ∈ 𝑅++
𝜌0  ( 3.4-8 ) 

VI(c(∙, 𝜀), Ω𝜀(ℎ0)) ∩ F(0) = {𝑓(𝜀)} ( 3.4-9 ) 

因此，特別地根據式( 3.4-9 )對於所有𝜀 ∈ 𝐵(0)，𝑓(𝜀)有唯一元素的Ω𝜀(ℎ0) ∩ 𝐹(0)滿足 

𝑐[𝑓(𝜀), 𝜀]𝑇(𝑓 − 𝑓(𝜀)) ≥ 0 對於所有 𝑓 ∈ 𝛺𝜀(ℎ0) ( 3.4-10 ) 

另外，由式( 3.2-31 )、( 3.2-34 )及( 3.2-35 )，Ω𝜀(ℎ0)被定義為所有𝑓 = [
𝑓1
𝑓2

] ∈ 𝑅𝛼的集合滿

足路徑流量解滿足非負限制式如下 

𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ≥ 0 ( 3.4-11 ) 

𝑓 ≥ 0 ( 3.4-12 ) 

與流量守恆限制式 

𝑀𝑓 + ∆2
° 𝑁2𝑇(𝜀) = 0 ( 3.4-13 ) 

其中 

𝑀 = [∆2
° 𝑁1, −𝐼] ( 3.4-14 ) 
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3.4.2 可微的均衡路段流量函數 

經過這些觀察，接著分析平滑微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)的均衡路段流量函數𝑓的微分性質，從

原理上可以看出，對變分不等式問題微擾更一般的敏感度結果可以得出現在的結果。首先整

理上述式( 3.4-10 )變分不等式VI(c(∙, 𝜀), Ω𝜀(ℎ0))的線性規劃與其解集合所滿足的非負限制式及

流量首恆限制式如下 

𝑐[𝑓(𝜀), 𝜀]𝑇(𝑓 − 𝑓(𝜀)) ≥ 0 ∀𝑓 ∈ 𝛺𝜀(ℎ0) ( 3.4-15 ) 

𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(𝜀) ≥ 0 ( 3.4-16 ) 

𝑀𝑓 + ∆2
° 𝑁2𝑇(𝜀) = 0 ( 3.4-17 ) 

其中 

𝑀 = [∆2
° 𝑁1, −𝐼] ( 3.4-18 ) 

因路段流量可行解為唯一解，透過隱函數定理可以得到 

𝑐[𝑓(0), 0] − 𝑁1
𝑇λ − 𝑀𝑇𝜇 = 0 ( 3.4-19 ) 

λ𝑇(𝑁0ℎ0 + 𝑁1𝑓1 + 𝑁2𝑇(0)) = 0 ( 3.4-20 ) 

𝑀𝑓 + ∆2
° 𝑁2𝑇(0) = 0 ( 3.4-21 ) 

在區間恆正條件當中提及𝐻+(0) ≠ ∅，也就是無微擾情形之路徑流量解恆正，故可知λ為

零向量，可將上三式整理如下 

𝑐[𝑓(0), 0] − 𝑀𝑇𝜇 = 0 ( 3.4-22 ) 

𝑀𝑓 + ∆2
° 𝑁2𝑇(0) = 0 ( 3.4-23 ) 

其中 

𝑀 = [∆2
° 𝑁1, −𝐼] 

( 3.4-24 ) 

現在令這個函數作為系統的乘數函數，對於每個區間平滑系統，乘數函數和路段流量函

數在零鄰域處是連續可微的，考慮一個開集𝑆 = 𝑃(0) × 𝑅𝛼2 × 𝐵(0) ⊆ 𝑅𝛼+𝛼2+𝑘且給定函數

J: S → R𝛼+𝛼2對於所有(𝑓, 𝜇, 𝜀) ∈ 𝑆，𝑦 = [𝑓(𝜀)𝑇 , 𝜇(𝜀)𝑇]𝑇 

𝐽(𝑦(𝜀), 𝜀) = [
𝑐[𝑓(𝜀), 𝜀] − 𝑀𝑇𝜇

𝑀𝑓 + ∆2
° 𝑁2𝑇(𝜀0)

] ( 3.4-25 ) 

式( 3.4-25 )由鏈鎖規則(chain rule)可得上述三式之全導數(total derivatives)為 

∇(𝑓,𝜇)𝐽(𝜀)∇𝜀𝑦(𝜀) + ∇𝜀𝐽(𝜀) = 0 ( 3.4-26 ) 
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接著從平滑系統的性質中得出𝐽在所有(𝑓0, 𝜇0, 𝜀0) ∈ 𝑆上都是連續可微的，因此，對於每一

個固定的(𝑓0, 𝜇0, 𝜀0) ∈ 𝑆，可以得到對(𝑓, 𝜇)的 Jacobian 矩陣如下： 

∇(𝑓,𝜇)𝐽(𝑓0, 𝜇0, 𝜀0) = [
∇𝑓𝑐(𝑓0, 𝜀0) −𝑀𝑇

𝑀 0
] ( 3.4-27 ) 

對𝜀的 Jacobian 矩陣如下： 

∇𝜀𝐽(𝑓0, 𝜇0, 𝜀0) = [
∇𝜀𝑐(𝑓0, 𝜀0)

∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(𝜀0)

] ( 3.4-28 ) 

定理 3.4.1(可微定理)  

對於任意區間正規微擾系統(𝐷, 𝐹, 𝑇, 𝑐)存在一個零鄰域𝐵0 ⊆ 𝐵(0) ⊆ 𝐷使得限制的乘數函

數𝜇: 𝐵0 → 𝑅𝛼2與均衡路段流量函數𝑓: 𝐵0 → 𝑅+
𝛼皆為連續可微，由式( 3.4-26 )可得 

∇𝜀𝑦(𝜀)|𝜀=0 = [
∇𝑓(0)

∇𝜇(0)
] = [

∇𝑓𝑐(𝑓(0), 0) −𝑀𝑇

𝑀 0
]
−1

[
−∇𝜀𝑐(𝑓(0), 0)

−∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0)

] ( 3.4-29 ) 
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第四章 文獻中應用敏感度分析的檢視 

在本章節中將會比較 Tobin(1986)、Tobin 與 Friesz(1988)(其方法本章節以 TF 法簡稱之)、

Cho 等人(2000) (其方法本章節以 CSF 法簡稱之)這三篇敏感度分析方法之使用條件、其使用

上之限制，而在應用 TF 法之文獻中有一些例子誤用了他們提出之敏感度分析方法，將這些不

滿足之例子進行路網敏感度分析求得敏感度資訊，雖然這些例子引用 TF 法，但這些例子並未

滿足 TF 法所假設之正規條件，本文將會在 4.2 節討論這些被提出之例子未滿足的條件，接著

在 4.3 節將這些未滿足之例子應用 CSF 法進行求解。 

4.1 敏感度分析方法之比較 

在前述文獻回顧探討後，本小節將針對 Tobin(1986)、Tobin 與 Friesz(1988)、Cho 等人(2000)

這三個敏感度分析方法進行比較，並說明其適用條件，首先，Tobin(1986)提出變分不等式之

敏感度分析，在該文模式建構中提到若要對變分不等式之均衡解進行敏感度分析求得其敏感

度資訊，則變分不等式必須滿足下述之四個條件： 

(a) 其均衡解存在 

(b) 其均衡解必須為區間唯一解 

(c) 其可行解之限制函數𝑔、ℎ，需滿足一階可微且相互線性獨立 

(d) 其限制函數𝑔必須滿足嚴格互補鬆弛條件 

一般的均衡路網當中，路段之流量均衡解是唯一的，路徑之流量均衡解並非唯一解，也

就是說均衡路網之變分不等式不滿足上述條件中之條件(b)，因此，均衡路網之變分不等式不

能進行敏感度分析。 

Tobin 與 Friesz(1988)提出透過線性規劃法求得一組路徑流量均衡解，使得均衡路網之變

分不等式也可以進行敏感度分析，該文中之均衡路網敏感度分析使用條件如下： 

(a) 路段成本函數嚴格單調（路段均衡唯一解存在→路徑均衡解存在） 

(b) 路徑流量解為非退化解（路徑均衡解滿區間唯一性） 

(c) 成本函數滿足一階連續可微 

(d) 流量限制式滿足傳統嚴格互補條件 

該方法求得一組路徑流量解，解決了路徑流量非唯一解之問題，使得均衡路網之路徑流

量解滿足均衡解必須為區間唯一解之條件，可進行敏感度分析，但是大多數路網並沒有辦法

順利求得非退化流量解，使得其方法受到侷限。 
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Cho(1988)(2000)以最短距離法將路徑流量解空間轉換為路段流量解空間，在一般的均衡

路網當中，路段之流量均衡解是唯一的，也就是說該方法避免了路徑流量均衡解不具唯一性

的問題，使得更多均衡路網可以進行敏感度分析，其適用條件如下： 

(a) 路段成本函數嚴格單調 

(b) 無微擾均衡解恆正 

(c) 均衡解存在 

(d) 區間正定 

該方法將路徑流量解空間轉換為路段流量解空間後，除了解決路徑流量均衡解不滿足唯

一性外，也避免需求得非退化流量解之問題，且均衡路網中之路段流量均衡解為唯一解，使

得一般的路網也可以順利的進行敏感度分析，這也是本研究選擇使用 CSF法進行應用之因素。 

4.2 應用 TF 法之文獻 

以下所討論之路網文獻，其中舉出一些應用 TF 法之例子，雖然這些例子應用 TF 法進行

路網敏感度分析，但這些例子並未滿足 TF 法之假設條件，本節將討論文獻提出的例子未滿足

之條件。 

例子 1 Patriksson(2004) 

本文提出了一個五個點、兩個起訖需求之七個路段及六條路徑之路網(如圖 4.2-1)，該路

網之起訖點(1,4)及(3,5)之起訖需求分別為𝑇14 = 1 + 𝜀14、𝑇35 = 1 + 𝜀35。其中路徑分別為：起

訖點(1,4)之三條路徑分別為𝑝1 = {1,3}、𝑝2 = {1,7,4}、𝑝3 = {2,4}、起訖點(3,5)之三條路徑分

別為𝑝4 = {5,2}、𝑝5 = {5,1,7}、𝑝6 = {6,7}。每一個路段的成本函數如下： 

𝑐1(𝑓1) = 10𝑓1 

𝑐2(𝑓2) = 0.5𝑓2 

𝑐3(𝑓3) = 3 + 10𝑓3 

𝑐4(𝑓4) = 𝑓4 

𝑐5(𝑓5) = 𝑓5 

𝑐6(𝑓6) = 2 + 𝑓6 

𝑐7(𝑓7) = 1 + 10𝑓7 
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從例子之敘述可以得∆、Λ矩陣如下 

∆=

[
 
 
 
 
 
 
1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1]

 
 
 
 
 
 

 

 Λ = [
1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘([∆𝑇, Λ𝑇]) = 5 

當微擾參數𝜀 = 0時，透過數學規劃法所求得之路網均衡之路徑流量解為ℎ∗(0) =

[0,0,1,1,0,0]𝑇(亦即無微擾均衡流量解)，從上式矩陣觀察其路網矩陣[∆𝑇, Λ𝑇]之秩為 5，其均衡

路徑流量僅兩條路徑有流量通過，而 TF 法假設之非退化路徑流量解之正流量個數須等於矩陣

[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩，因此其解並不滿足非退化解假設，另外在 Chung(2014)亦有針對相同例子進行

說明，其觀察發現該例子之無微擾均衡流量不滿足嚴格互補條件，該組均衡流量解並不可微，

無法直接應用於 TF 法。 

 

圖 4.2-1 路網示意圖 
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例子 2 Joseffson 和 Patriksson(2007) 

本文提出了一個三個點、一個起訖需求之四個路段及四條路徑之路網(如圖 4.2-3)，該路

網之起訖點(1,3)之起訖需求為𝑇13 = 2。其中路徑分別為：起訖點(1,3)之四條路徑分別為𝑝1 =

{1,3}、𝑝2 = {1,4}、𝑝3 = {2,3}與𝑝4 = {2,4}。每一個路段的成本函數如下： 

𝑐1(𝑓1) = 𝑓1 + ε  

𝑐2(𝑓2) = 𝑓2 

𝑐3(𝑓3) = 𝑓3 

𝑐4(𝑓4) = 𝑓4 

當微擾參數𝜀 = 0時，路網均衡之路段流量解為𝑓∗(0) = [1,1,1,1]𝑇 (亦即無微擾均衡流量

解)，此解雖滿足傳統路網均衡互補條件，但在透過線性規劃求解之過程，路徑均衡流量最多

僅可能有兩條路徑流量為正，我們觀察其路網矩陣[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩為 3，故其解為退化解，其解

並不滿足非退化解假設，無法直接應用於 TF 法。 

 
圖 4.2-2 路網示意圖 

 

例子 3 Yang 和 Bell(2007) 

本文例子中提出了一個三個點、一個起訖需求之四個路段及四條路徑之路網結構(路網結

構同圖 4.2-3)，該路網之起訖點(1,3)之起訖需求為𝑇13 = 2。其中路徑分別為：起訖點(1,3)之

路徑為𝑝1 = {1,3}、𝑝2 = {1,4}、𝑝3 = {2,3}與𝑝4 = {2,4}，其中流量𝑓1會受到𝜀影響、𝑓2會受到𝜀。

每一個路段的成本函數如下： 

𝑐1(𝑓1) = 𝑓1 + 1 

𝑐2(𝑓2) = 𝑓2 + 1 

𝑐3(𝑓3) = 𝑓3 + 1 

𝑐4(𝑓4) = 𝑓4 + 1 

 

圖 4.2-3 路網示意圖 
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從例子之敘述可以得∆、Λ矩陣如下 

∆= [

1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1

] 

Λ = [1 1 1 1] 

𝑟𝑎𝑛𝑘([∆𝑇, Λ𝑇]) = 3 

當微擾參數𝜀 = 0時，路網均衡之路段流量解為𝑓∗(0) = [1,1,1,1]𝑇，我們觀察其路網矩陣

[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩為 3，若要滿足無微擾路徑流量均衡解之情況，則無法找到一組向量𝑏使得式

( 2.3-3 )之線性規劃求得一組非退化路徑流量解ℎ∗，故此路網無法直接應用於 TF 法上。 
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4.3 應用 CSF 法求解 

以下所討論之路網例子，雖然這些例子應用 TF 法進行路網敏感性分析，但這些例子並未

滿足 TF 法之假設條件，無法順利應用 TF 法進行敏感度分析求得敏感性資訊，在這裡將這些

例子應用於 CSF 法上求解，CSF 方法放鬆了 TF 法之假設，因此這些例子也可以順利應用於

CFS 法上，順利求得敏感度資訊。 

例子 1 Patriksson(2004) 

在這個例子當中，[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩為 5，故根據 CSF 法，我們將路段路徑矩陣Δ分割成[
Δ1

0

Δ2
0]，

使得[
∆1

0

Λ0
]為一列滿秩矩陣。 

Δ1
0 = [

1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0

] 

Δ2
0 = [

0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1

] 

由式( 3.2-28 ) ~式( 3.2-29 )可得 

[𝑁1 𝑁2] =

[
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0
0.25 −0.25 −0.75 0.5 0

−0.25 0.25 −0.25 0.5 0
0.25 0.75 0.25 −0.5 0
0.75 0.25 −0.25 −0.5 0
−1 −1 0 1 1]

 
 
 
 
 

 

由式( 3.4-13 )、式( 3.4-14 )可得 

𝑀 = [

0 0 −1 −1 0 0 0
1 1 0 0 −1 0 0

−1 −1 0 0 0 −1 0
0 −1 −1 0 0 0 −1

] 

∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0) = [

1 0
−1 0
1 1
1 0

] 

又從路段成本函數與無微擾路段流量解𝑓(0) = (0,2,0,1,1,0,0)可得 

∇𝑓𝑐(𝑓(0), 0) =

[
 
 
 
 
 
 
10 0 0 0 0 0 0
0 0.5 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 10]
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最後由式( 3.4-29 )可得 

∇𝜀𝑓(0) =

[
 
 
 
 
 
 

0.0220 −0.0533
0.8682 0.8199
0.1104 0.0857
0.8896 −0.0857

−0.1099 0.7666
0.1099 0.2334
0.0214 0.0943 ]

 
 
 
 
 
 

 

例子 2 Joseffson 和 Patriksson(2007) 

在這個例子當中[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩為 3，故根據 CSF 法，我們將路段路徑矩陣Δ分割成[
Δ1

0

Δ2
0]，使

得[
∆1

0

Λ0
]為一列滿秩矩陣。 

Δ1
0 = [

1 1 0 0
1 0 1 0

] 

Δ2
0 = [

0 0 1 1
0 1 0 1

] 

由式( 3.2-28 ) ~式( 3.2-29 )可得 

[𝑁1 𝑁2] =

[
 
 
 
 
 
 
 

1

2

1

2
−

1

4
1

2
−

1

2

1

4

−
1

2

1

2

1

4

−
1

2
−

1

2

3

4 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

由式( 3.4-13 )、式( 3.4-14 )可得𝑀及∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0)，在這裡需注意因在路徑矩陣Δ重新排列

的過程當中，其相對應的路段流量矩陣會被重新排列為[
𝑓1
𝑓2

]，而在進行導數計算時，本研究依

照該例子之流量𝑓1~𝑓4之順序進行微分，故得到之𝑀與式( 3.4-27 )不同。 

𝑀 = [
−1 −1 0 0
0 0 −1 −1

] 

∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0) = [

0
0
] 

又從路段成本函數與無微擾路段流量解𝑓∗(0) = [1,1,1,1]𝑇可得 

∇𝑓𝑐(𝑓(0), 0) = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 
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最後由式( 3.4-29 )可得 

∇𝜀𝑓(0) = [

−0.5
0.5
0
0

] 

例子 3 Yang 和 Bell(2007) 

在這個例子當中[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩為 3，故根據 CSF 法，我們將路段路徑矩陣Δ分割成[
Δ1

0

Δ2
0]，使

得[
∆1

0

Λ0
]為一列滿秩矩陣。 

Δ1
0 = [

1 1 0 0
1 0 1 0

] 

Δ2
0 = [

0 0 1 1
0 1 0 1

] 

由式( 3.2-28 ) ~式( 3.2-29 )可得 

[𝑁1 𝑁2] =

[
 
 
 
 
 
 
 

1

2

1

2
−

1

4
1

2
−

1

2

1

4

−
1

2

1

2

1

4

−
1

2
−

1

2

3

4 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

由式( 3.4-13 )、式( 3.4-14 )可得𝑀及∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0)，在這裡需注意因在路徑矩陣Δ重新排列

的過程當中，其相對應的路段流量矩陣會被重新排列為[
𝑓1
𝑓2

]，而在進行導數計算時，本研究依

照該例子之流量𝑓1~𝑓4之順序進行微分，故得到之𝑀與式( 3.4-27 )不同。 

𝑀 = [
−1 −1 0 0
0 0 −1 −1

] 

∆2
° 𝑁2∇𝜀𝑇(0) = [

0
0
] 

又從路段成本函數與無微擾路段流量解𝑓∗(0) = [1,1,1,1]𝑇可得 

∇𝑓𝑐(𝑓(0), 0) = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

最後由式( 3.4-29 )可得 
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∇𝜀𝑓(0) = [

−0.5
0.5
0
0

] 

4.4 小結 

本章節主要回顧 Tobin(1986)、Tobin 與 Friesz(1988)、Cho(1988)(2000)這三個敏感度分析

方法進行比較，並回顧過去應用 TF 法(1988)進行路網敏感度分析求得敏感度資訊文獻中所提

出之數值例子，說明這些應用 TF 法的例子及其未滿足之正規條件，使得路網敏感度分析結果

無法順利求得，而上述所提及之例子多未滿足非退化流量解之條件，正流量路徑之個數非退

化路徑流量解之正流量個數須等於矩陣[∆𝑇 , Λ𝑇]之秩，使這些例子無法順利應用而求得路網的

敏感度資訊。 

因此， Cho(1988)(2000)（CFS 法）提出路網減縮法放鬆了非退化流量解之假設，其將路

徑流量解集合轉換到路段流量解上避開了路徑流量解不存在唯一性的問題，讓許多路網可順

利應用，在 4.3 節也將過去無法順利被應用於 TF 法之數值例子應用在 CSF 法上，亦將這些

例子順利應用於 CFS 法上，求得路網之敏感度資訊。 

而因考量 TF 法具嚴格限制非退化流量解之假設，故這也是在本文以 Cho(1988)(2000)敏

感度資訊的方法應用於後文所要討論路網設計問題的原因，考量路網設計時僅路段流量均衡

解具唯一性，透過 CSF 方法藉以避開路徑流量不具唯一性之問題。 
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第五章 敏感度分析應用於路網設計問題 

回顧完敏感度分析資訊後， 5.1 節先說明經濟學上賽局理論中的 Nash 均衡與 Stackelberg

賽局，並將其問題轉換為雙層路網設計問題，利用敏感度資訊之主要目的係用於近似用路人

的反應函數，使得領導與跟隨者的雙層路網設計問題可以進行求解，雙層路網設計問題將會

採用 Stackelberg 賽局之模式，另外並分析與 Cournot-Nash 模式解之差異。在求解雙層路網設

計問題時，利用一階泰勒展開式來近似之反應函數，其一階導數值是進行路網的敏感度分析

求得。 

5.1 賽局觀點 

賽局理論（game theory）其概念為對同一個賽局內每一位決策者間互動的分析，每一個

不同的決策者其決策都可能會改變賽局中其他決策者之決策，使每一位決策者都能達到的其

所預期之結果。在經濟學理論上，Cournot(1838)考慮兩家相同廠商的市場，且成本相同、產品

無差異，對於每一家廠商而言另外一家廠商產量不變，其反應函數在表現一廠商在另外一家

廠商的產量下所生產的利潤最大產量。但如同現實所知的當一家廠商正極大化自己方的報酬

時，其對手廠商也同時正在極大化他自己的報酬。 

Stackelberg(1934)質疑 Cournot 模式中另一家廠商產量固定之假設，故其考慮追隨者廠商

假設另外一家廠商維持產量固定，領導者則考慮追隨者之產量最大化其利潤，將其以雙層路

網設計進行解釋，道路使用者假設道路情況不變下去選擇其最短路徑，道路管理者在已知流

量下去進行最佳化路網系統。Stackelberg 賽局為非對稱資訊之賽局，假設賽局中有兩個參賽

者，其中一名被稱為領導者(Leader)的参賽者首先出招並且執行其策略，另一名參賽者則被稱

為跟隨者(Follower)在相同賽局中之領導者所執行之策略下最佳化其利益。 

Fisk(1984) 在文獻中指出號誌系統最佳化與使用者均衡路徑選擇行為屬於賽局理論當中

之 Stackelberg 賽局，也就是說公部門扮演問題上層之領導者的角色控制號誌時制，並在了解

路網中所有使用者路徑選擇行為反應下，進行整體路網號誌最佳化的，以達到系統最佳的目

標，而路網中之使用者則扮演下層跟隨者的角色，在領導者給與之時制計畫下，選擇對其最

佳之路徑，達到旅行成本最小的目標。 

考慮以領導者𝑃1與追隨者𝑃2，其中領導者已知追隨者𝑃2的反應為前提下，Stackelberg 模

式如下： 

max
𝑥1

𝑃1(𝑥1, 𝑥2) 

s. t max
𝑥2

𝑃2(𝑥1, 𝑥2) 

( 5.1-1 ) 

  



 

42 
 

5.2 雙層路網設計問題 

本小節我們將 Stackelberg 模式轉換為雙層路網設計問題，當運輸規劃者想要根據使用者

的反應，進行整體路網最佳化或號誌控制策略時，運輸規劃者則扮演領導者，而所有使用者

則扮演追隨者。定義為一組含有主導者決策變數的向量 

𝑥1 ∈ 𝑋𝑥 ⊆ 𝑅+
𝑛 ∪ {0} ( 5.2-1 ) 

且定義追隨者的決策向量 

𝑥2 ∈ 𝑋2 ⊆ 𝑅+
𝑚 ∪ {0} ( 5.2-2 ) 

同時令 

𝑥2 = 𝑅(𝑥1)之意義為在追隨者已知𝑥1時，追隨者之反應。 

其中𝑅: 𝑋1 ⊆ 𝑅+
𝑛⋃{0} → 𝑋2 

則領導者之決策問題就是在考慮追隨者的反應下，尋求最佳解，模式如下： 

min
𝑥1∈𝑋1
𝑥2∈𝑋2

𝑃1(𝑥1, 𝑥2) 

s. t 𝑥2 = 𝑅(𝑥1) 

( 5.2-3 ) 

為了可以將問題轉換到一般路網上，在這裡定義為一組含有領導者（政府）決策變數的

向量 

𝑦 ∈ 𝑌 ⊆ 𝑅+
𝑛 ∪ {0} ( 5.2-4 ) 

且定義追隨者(道路使用者)的決策向量 

𝑢 ∈ Ω ⊆ 𝑅+
𝑚 ∪ {0} 

其中，Ω = {𝑓|Δℎ = 𝑓, Λℎ = 𝑇, ℎ ≥ 0} 
( 5.2-5 ) 

在一般路網設計問題中，可由領導者（政府）設定之號誌變數包括綠燈時間、週期長度

或者是其他改變使得路網最佳之手段，假設目前領導者（政府）考量系統總成本最小下，則

當路網內每一條道路𝑎我們可以將 Stackelberg 模式領導者之目標函數定義為旅行成本𝑐𝑎，且

道路使用者之路徑選擇行為在既定領導者（政府）的手段下，假設每一位使用者皆服從 Wardrop

第一原則(Wardrop, 1952)時，雙層路網設計問題型式可表示為： 
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min𝑍(𝑓, 𝑦) = ∑ 𝑐𝑎(𝑓, 𝑦)𝑓𝑎𝑎   ( 5.2-6 ) 

s. t 𝑐(𝑓, 𝑦)(𝑢 − 𝑓) ≥ 0 ( 5.2-7 ) 

∀𝑢 ∈ Ω, ∀𝑦 ∈ 𝑌 ( 5.2-8 ) 

Ω = {𝑓|Δℎ = 𝑓∗, Λℎ = 𝑇, ℎ ≥ 0}  

因為𝑐(𝑓, 𝑦)為嚴格單調函數，假設𝑓(𝑦)是一個連續可微在每一個點𝑦 ≥ 0上，則對於每一

個𝑦 ≥ 0存在一組唯一解𝑓(𝑦)，因此可以改寫雙層路網設計問題如下 

min𝑍(𝑓, 𝑦) = ∑𝑐𝑎(𝑓(𝑦), 𝑦)𝑓𝑎(𝑦)

𝑎

 ( 5.2-9 ) 

s. t 𝑐(𝑓, 𝑦)(𝑢 − 𝑓) ≥ 0 ( 5.2-10 ) 

∀𝑢 ∈ Ω, ∀𝑦 ∈ 𝑌 ( 5.2-11 ) 

Ω = {𝑓|Δℎ = 𝑓∗, Λℎ = 𝑇, ℎ ≥ 0}  

Allsop(1974) ， Steenbrink(1974) 都曾應用迭代優化指派的啟發式演算法 (Iterative 

Optimization assignment, IOA)，這個演算法在給定初始固定流量𝑓的情況下求解目標式𝑦，接

著利用求解出固定的𝑦來求解下層路網流量𝑓，直到其所求得之目標式𝑦值收斂為止，因此，迭

代優化指派(IOA)演算法在計算效率方面很有吸引力，其演算法過程如下： 

Step 0 給定𝜀 > 0、𝑘 = 0並給定初始𝑓(0)之值 

Step 1 求解雙層路網設計問題，代入𝑓(𝑘)並求得當下流量之最佳𝑔(𝑘)值 

Step 2 將𝑔(𝑘)代入使用者均衡模式，求得𝑓(𝑘)值 

Step 3 若‖𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)‖ ≤ 𝜀，則停止迭代。反之，令𝑘 = 𝑘 + 1並返回 Step 1 繼續迭代過

程。 

根據 Allsop(1974)的概念，Maher 等(1975)進一步的探討號誌時制變化（上層規劃者決策變數

改變）所產生的均衡路網流量之效果，發現路口延滯比路段行駛時間對於路網均衡狀態有更大的

影響，而他們也發現不斷的透過現況之交通流量來調整號誌時制，將會使得路網之整體績效更加

惡化。 

另外，在經濟學上之概念此計算過程即為對於每一家廠商而言其假設另外一家廠商產量

固定不變，求解時反應函數在表現一廠商在另外一家廠商的產量固定不變下所生產的利潤最

大產量直到收斂，此模型為寡佔市場中之 Cournot 模型，如同 1950 年 Nash 提出的納許均衡
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觀念，當每個參賽者所執行的策略都達到最佳解後，即達到均衡，也就是說收斂後所求得之

Cournot 解為一種 Nash 均衡解，亦即 IOA 演算法求得之解可能並非雙層路網設計問題之

Stackelberg 解，Fisk(1984)也曾以一路網例子說明解亦收斂至 Nash 解。 

 

圖 5.2-1 IOA 求解流程圖 
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5.3 雙層路網設計問題線性近似求解 

雙層路網設計問題是以均衡為限制式的數學規劃問題，對於 Stackelberg 賽局之求解無法

求得用路人對系統目標式的反應函數，由 Cho(1988)與 Cho 與 Huang(2014)提出將之敏感度資

訊應用於泰勒展開式求得一階敏感度資訊透過線性近似方法近似使用者之反應函數，解決無

法求得用路人對系統目標式的反應函數之問題，再利用前述透過泰勒展開式近似之反應函數

帶入上層領導者之目標式，最後透過迭代演算法來求得雙層路網設計問題之解。其線性近似

迭代演算法如下所示： 

Step 0 給定𝜀 > 0、𝑘 = 0並初始化𝑔(0)之值 

Step 1 求解雙層路網設計問題，代入𝑔(𝑘)並產生𝑓(𝑘)值 

Step 2 利用 Cho 等(2000)之路網敏感度方法計算敏感度資訊∇𝑔𝑓(𝑘) 

Step 3 使用∇𝑔𝑓(𝑘)、泰勒展開式生成線性近似之𝑓(𝑘+1)可得下式 

𝑓(𝑘+1) = 𝑓(𝑘) + ∇𝑔𝑓(𝑘)(𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)) 

由於𝑓(𝑘)、𝑔(𝑘)和∇𝑔𝑓(𝑘)，故我們可以寫成𝑓(𝑘+1) = 𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1) 

Step 4 重新整理得系統目標式得 

min
𝑔

∑ 𝑡𝑎(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1), 𝑔)(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1), 𝑔)𝑎   

s. t g ≥ 0 

Step 5 求解 Step 4 得最佳解𝑔(𝑘+1)。若‖𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)‖ ≤ 𝜀，則停止迭代。反之，令𝑘 = 𝑘 +

1並返回 Step 1 繼續迭代過程。 

Cho(1988)證明若雙層路網設計問題之線性近似演算法收斂，則問題的解會收斂到 critical 

point，但因為雙層路網設計問題的解集合為非凸集合，故無法保證其收斂性，因此，本研究

在無法順利收斂求得解時，以 Armijo-like rule 求解𝑔(𝑘+1)將其求解過程中之𝛼𝑘利用於尋找

𝑔(𝑘+1)的求解方向及求解步幅使得解至少會收斂。 
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5.4 Armijo-like rule 

本章節之方法論引述 Bertsekas(1982)書中第 76 頁。 

考慮一個問題 

min𝑍(𝑦) 

s. t 𝑦 ≥ 0 

其中𝑍: 𝑅𝑛 → 𝑅為一連續可微函數 

( 5.4-1 ) 

根據 KKT 必要條件，如果向量𝑦∗ ≥ 0滿足 

𝜕𝑍(𝑦∗)

𝜕𝑦𝑖
= 0 𝑖𝑓 𝑦∗𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛 ( 5.4-2 ) 

𝜕𝑍(𝑦∗)

𝜕𝑦𝑖
≥ 0 𝑖𝑓 𝑦∗𝑖 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛 ( 5.4-3 ) 

這些條件的等價關係為 

𝑦∗ = [𝑦∗ − 𝛼∇𝑍(𝑦∗)]+ 

其中，[∙]+定義為正值或正向投影，∀𝑦 
( 5.4-4 ) 

[𝑦]+ = [𝑚𝑎𝑥{0, 𝑦𝑖}] 𝑖 = 1,… , 𝑛 ( 5.4-5 ) 

𝑦𝑘+1 = [𝑦𝑘 − 𝛼𝑘∇𝑦𝑍(𝑦𝑘)]
+
 ( 5.4-6 ) 

首先，選擇初始向量𝑦0 ≥ 0。然後在每次連續迭代中，透過以最大下降方向移動步幅𝛼𝑘

來確定向量𝑦𝑘+1 ≥ 0。 因此，演算法有兩個主要方向：確定下降方向和確定步幅。 

給定 

𝑤𝑘 = |𝑦𝑘 − [𝑦𝑘 − ∇𝑍(𝑦𝑘)]+| ( 5.4-7 ) 

與 

𝜀𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝜀, 𝑤𝑘} ( 5.4-8 ) 

其中，𝜀為一個固定微小的正常數。 

選擇固定常數β ∈ (1,0), σ ∈ (0, 1 2⁄ )並給定 

𝐼𝑘
+ = {𝑖|0 ≤ 𝑦𝑖

𝑘 ≤ 𝜀𝑘; 𝜕𝑍(𝑦𝑘) 𝜕𝑦𝑖⁄ > 0} ( 5.4-9 ) 

給定 

𝑃𝑘 = ∇𝑍(𝑦𝑘) ( 5.4-10 ) 

𝑦𝑘(𝛼) = [𝑦𝑘 − 𝛼𝑃𝑘]
+, ∀𝛼 ≥ 0 ( 5.4-11 ) 

𝛼𝑘 = 𝛽𝑚𝑘 ( 5.4-12 ) 

其中，𝑚𝑘為一個非負整數𝑚使得式( 5.4-13 )成立 
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Z(𝑦𝑘) − Z(𝑦𝑘(𝛽𝑚)) ≥ 𝜎 {𝛽𝑚 ∑
𝜕𝑍(𝑦𝑘)

𝜕𝑦𝑖
𝑃𝑘

𝑖

𝑖∉𝐼𝑘
+

+ ∑
𝜕𝑍(𝑦𝑘)

𝜕𝑦𝑖
[𝑦𝑖

𝑘 − 𝑦𝑖
𝑘(𝛽𝑚)]

𝑖∈𝐼𝑘
+

} ( 5.4-13 ) 

 

圖 5.4-1 Armijo-like rule 
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5.5 最陡下降法 

最陡下降法(steepest descent method)是 1847 年由法國數學家 Cauchy 首先提出，以初始點

梯度的反方向作為最小化方法下降方向的方法，該方法又被稱為最速下降法，其在每次迭代

的求解過程中，沿最陡的方向決定求解之搜尋方向，每一步則沿著該點梯度的反方向求得最

佳步長，直到其求得最佳解為止，其特點為每次皆朝著最陡的方向進行求解，企圖得到最大

的下降幅度，其一般的演算法如下： 

Step1 求解初始值 

Step2 求得初始點的梯度反向 

Step3 決定步長大小 

Step4 判斷是否為最佳解，若非最佳解，則返回第一步。 

 

圖 5.5-1 最陡下降法流程圖 

最陡下降法由 Cho(1988)將其應用於求解雙層路網設計問題，其在演算法求解系統目標式

中以 Armijo-like rule 作為求解步幅，給定一組起始向量𝑔(0) ≥ 0，並求解下層路網產生𝑓(0)，

在每次的迭代求解過程中，朝最陡下降方向，透過 Armijo-like rule 計算移動大小為𝛼𝑘之步幅

來求解向量𝑔(𝑘)。故其求解演算法的特性就是決定下降方向與移動步幅大小，其中在求解雙層
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路網設計問題( 5.2-4 )之最陡下降方向可透過敏感度分析求得，完整演算法如下： 

Step 0 給定𝜀 > 0、𝑘 = 0並初始化𝑔(0)之值 

Step 1 求解雙層路網設計問題，代入𝑔(𝑘)並透過使用者均衡產生𝑓(𝑘)值 

Step 2 利用 Cho 等之路網敏感度方法計算敏感度資訊∇𝑔𝑓(𝑘) 

Step 3 計算式( 5.2-9 )之∇𝑍(𝑓(𝑘), 𝑔(𝑘)) 

Step 4 利用 Armijo-rule 計算由式( 5.4-12 )計算步幅大小 

Step 5 計算𝑔(𝑘+1)(𝛼) = [𝑔(𝑘) − 𝛼∇𝑍(𝑔(𝑘))]
+

 

Step 6 求解 Step 5 得最佳解𝑔(𝑘+1)。若‖𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)‖ ≤ 𝜀，則停止迭代。反之，令𝑘 = 𝑘 +

1並返回 Step 1 繼續迭代過程。 

 

圖 5.5-2 最陡下降法求解雙層路網流程圖 
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5.6 應用 Armijo-like rule 求解線性近似演算法 

前述討論雙層路網設計問題時，有提及文獻雖討論若線性近似法收斂時，解會收斂至

Critical point，但多未討論雙層路網設計線性近似演算法之求解過程收斂，演算法迭代求解過

程在執行 Step 4 重新整理得系統目標式求解過程當中可能因解的非凸性而未收斂。在回顧雙

層路網設計問題之線性近似迭代演算法與 Armijo-like rule 在下降方向和確定步幅之求解方法

後，若求解過程無法收斂時，則可引入 Armijo-like rule 在求解方向和確定步幅之方法，將其

應用於雙層路網設計問題線性近似求解演算法中，將求解線性近似演算法 Step 4 重新整理得

系統目標式時，在目標式當中求解𝑔(𝑘+1)的過程當中將導入 Armijo-like rule 使得解至少會收

斂。本研究在計算系統目標式時，以 Armijo-like rule 決定求解步幅𝛼(𝑘)（式( 5.4-12 )），若其

步幅𝛼(𝑘)滿足式( 5.4-13 )，則我們就令 

𝑔(𝑘+1) = [𝑔(𝑘) − 𝛼(𝑘)𝛻𝑍(𝑘)]
+

 ( 5.6-1 ) 

若𝑔(𝑘+1)未收斂，則將𝑔(𝑘+1)帶回雙層路網設計問題計算敏感度資訊產生線性近似之反應函

數，帶入系統目標式進行 Armijo-like rule 求解，重複迭代過程直到解收歛。 

Step 0 給定𝜀 > 0、𝑘 = 0並初始化𝑔(0)之值 

Step 1 求解雙層路網設計問題，代入𝑔(𝑘)並產生𝑓(𝑘)值 

Step 2 利用 Cho 等之路網敏感度方法計算敏感度資訊∇𝑔𝑓(𝑘) 

Step 3 使用∇𝑔𝑓(𝑘)、泰勒展開式生成線性近似之𝑓(𝑘+1)可得下式 

𝑓(𝑘+1) = 𝑓(𝑘) + ∇𝑔𝑓(𝑘)(𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)) 

由於𝑓(𝑘)、𝑔(𝑘)和∇𝑔𝑓(𝑘)，故我們可以寫成𝑓(𝑘+1) = 𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1) 

Step 4 重新整理得系統目標式得 

min
𝑔

𝑍(𝑔(𝑘+1)) = ∑ 𝑡𝑎(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1), 𝑔(𝑘+1))(𝐴 + 𝐵𝑔(𝑘+1))𝑎   

s. t 𝑔(𝑘+1) ≥ 0 

Step 5 執行 Armijo-like rule 計算𝛼(𝑘+1)求得 Step 4 得𝑔(𝑘+1)。 

𝑔(𝑘+1) = 𝑔(𝑘) − 𝛼(𝑘)𝛻𝑍(𝑘) 

Step 6 若‖𝑔(𝑘+1) − 𝑔(𝑘)‖ ≤ 𝜀，則停止迭代。反之，令𝑘 = 𝑘 + 1並返回 Step 1 繼續迭代過

程。 
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圖 5.6-1 應用 Armijo-like rule 求解線性近似演算法流程圖 

 

  



 

52 
 

第六章 數值例子 

本節將不同演算法及文獻進行求解演算法說明之例子進行求解，針對不同例子求得之結

果進行比較，6.1.1 節將會用 Fisk(1984)例子以 IOA、Linear Approximation、Decent 以及 Armijo 

-Linear Approximation(ALA)四種演算法求解和 Nash 與 Stackelberg 比較，6.1.2 節至 6.1.5 節則

會以文獻提出之例子進行求解，並觀察 Linear Approximation 與文獻中所使用之求解演算法之

結果差異。 

本研究接下來所引述之求解方法名稱簡寫如下表所示： 

縮寫 全名 來源 

IOA Iterative Optimization-Assignment algorithm Allsop (1974) 

H-J Hooke-Jeeves algorithm Abdulaal and LeBlanc (1979) 

EDO Equilibrium Decomposed Optimization Suwansirikul et al. (1987) 

SDAA Sensitivity Descent algorithm with Armijo rule 

Friesz et al. (1990) 

SDAP Sensitivity Descent algorithm – predetermined 

NSDAP Normalized SDAP 

 SDAP1~3、NSDAP1~3 為求解步幅不同 

1.  𝛼𝑘 = 𝛽/(𝑘 + 1) 

2.  𝛼𝑘 = 𝛽/2𝑘 

3.  𝛼𝑘 = 𝛽/(𝑘 + 1)2 

SA Simulated Annealing algorithm Friesz et al. (1992) 

LA Linear Approximation Cho(1988), Cho and Lo(1999) 

Cho and Huang (2014) 
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6.1 數值例子 

6.1.1 例子 – Fisk(1984) 

路網幾何與例子 1 相同，本例子為 Fisk(1984)之例子，其路網之路段成本函數分別為 

𝐶1 =
𝑓1
𝑔1

+ 2、𝐶2 = 2𝑓2、𝐶3 =
2𝑓3
𝑔3

 

其中𝑓為雙層規劃下層之使用者均衡流量、𝑔為上層領導者之綠燈時間，而交叉路口之綠

燈時間限制為𝑔1 + 𝑔3 = 20，路口之綠燈時間為互相影響，故在計算敏感度時可以將𝑔3以20 −

𝑔1進行討論，，透過 Cho(1988)方法求得之敏感度分析過程如下： 

 

圖 6.1-1 Fisk 路網幾何圖 

[
∇𝑓(𝑔)

∇𝜇(𝑔)
] = [

∇𝑓𝑐(𝑓(𝑔), 𝑔) −𝑀𝑇

𝑀 𝑔
]
−1

[
−∇𝑔𝑐(𝑓(𝑔), 𝑔)

−∆2
° 𝑁2∇𝑔𝑇(𝑔)

] 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

1

𝑔1
0 0 1 0

0 2 0 1 0

0 0
6𝑓3

2

(20 − 𝑔1)
3

0 1

−1 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
−1

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑓1
𝑔1

2

0
−6𝑓3

3

(20 − 𝑔1)
4

0
0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑔1

𝑔1(2𝑔1 + 1)

−𝑔1

𝑔1(2𝑔1 + 1)
0

−2𝑔1

𝑔1(2𝑔1 + 1)
0

−𝑔1

𝑔1(2𝑔1 + 1)

𝑔1

𝑔1(2𝑔1 + 1)
0

−1

(2𝑔1 + 1)
0

0 0 0 0 −1
2𝑔1

(2𝑔1 + 1)

1

(2𝑔1 + 1)
0

2

(2𝑔1 + 1)
0

0 0 1 0
−6𝑓3

2

(20 − 𝑔1)
3]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑓1
𝑔1

2

0
−6𝑓3

3

(20 − 𝑔1)
4

0
0 ]
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=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓1
𝑔1(2𝑔1 + 1)

−𝑓1
𝑔1(2𝑔1 + 1)

0
−2𝑓1

𝑔1(2𝑔1 + 1)

−6𝑓3
3

(20 − 𝑔1)
2 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

敏感度資訊如下： 

∇𝑔𝑓(𝑔) =

[
 
 
 
 

𝑓1
𝑔1(2𝑔1 + 1)

−𝑓1
𝑔1(2𝑔1 + 1)

0 ]
 
 
 
 

 ( 6.1-1 ) 

接著將敏感性資訊結果代入線性近似迭代演算法、Decent 演算法以及本研究將 Armijo-

like rule 應用到線性近似之方法等方法之結果所求得之解進行比較，其中亦針對收斂速度進行

比較，另外也將求得之結果與包含 Nash 與 Stackelberg 解、迭代優化指派(IOA)演算法進行比

較，比較結果如下表 6.1-1。 

表 6.1-1 不同演算法間之結果比較表 

 𝑓1 𝑓2 𝑓3 𝑔1 𝑔3 𝑍 

NASH 8.4356 1.5644 10 7.4725 12.5275 47.2536 

IOA 8.4355 1.5645 10 7.4725 12.5275 47.2538 

Linear Approximation 8.4533 1.5467 10 7.7304 12.2696 47.2354 

Decent 8.4536 1.5464 10 7.7358 12.2641 47.2357 

ALA 8.4532 1.5468 10 7.7303 12.2697 47.2356 

Stackelberg 8.4533 1.5467 10 7.7306 12.2694 47.2354 
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6.1.2 例子 – Suwansirikul (1987) 

本例子引述 Suwansirikul 等人(1987)研究中提出例子求得解並加入 Linear Approximation

進行比較，並以不同起訖旅次觀察解之變化，其路網幾何之圖形、路段成本函數及旅次需求

如下圖、表所示 

 

圖 6.1-2 路網圖 

表 6.1-2 路網資訊 

𝐶𝑎(𝑓𝑎, 𝑦𝑎) = 𝐴𝑎 + 𝐵𝑎 (
𝑓𝑎

(𝐾𝑎 + 𝑦𝑎)
)

4

   Z(𝑦) = ∑ 𝐶𝑎(𝑓𝑎, 𝑦𝑎)𝑓𝑎
𝑎

+ 1.5𝑑𝑎𝑦𝑎
2 

路段𝑎 𝐴𝑎 𝐵𝑎 𝐾𝑎 𝑑𝑎 

1 4.0 0.60 40.0 2.0 

2 6.0 0.90 40.0 2.0 

3 2.0 0.30 60.0 1.0 

4 5.0 0.75 40.0 2.0 

5 3.0 0.45 40.0 2.0 

表 6.1-3 求解結果 

flow  Minos H-J EDO LA 

100 

𝑦1 1.34 1.25 1.31 1.35 

𝑦2 1.21 1.20 1.19 1.22 

𝑦3 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦4 0.97 0.95 0.94 0.95 

𝑦5 1.10 0.10 1.06 1.08 

𝑍 1200.58 1200.61 1200.64 1200.58 

150 

𝑦1 6.05 5.95 5.98 6.00 

𝑦2 5.47 5.65 5.52 5.51 

𝑦3 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦4 4.64 4.60 4.61 4.68 

𝑦5 5.27 5.20 5.27 5.23 

𝑍 3156.21 3156.38 3156.24 3156.23 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*LA：Linear Approximation 



 

56 
 

表 6.1-4 求解結果 

  Minos H-J EDO LA 

200 

𝑦1 12.98 13.00 12.86 12.93 

𝑦2 11.73 11.75 12.02 11.75 

𝑦3 0.00 0.00 0.02 0.00 

𝑦4 10.34 10.25 10.33 10.34 

𝑦5 11.74 11.75 11.77 11.74 

𝑍 7086.12 7086.21 7086.45 7086.13 

300 

𝑦1 28.45 28.44 28.11 28.41 

𝑦2 25.73 25.75 26.03 25.62 

𝑦3 0.00 0.00 0.01 0.00 

𝑦4 23.40 23.44 23.39 23.46 

𝑦5 26.57 26.56 26.58 26.51 

𝑍 21209.90 21210.91 21210.54 21210.01 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*LA：Linear Approximation 

上述共有四個起訖旅次不同例子之結果，由上表可以看出若旅次需求從 100 新增到 300

之過程，所有方法的解幾乎一致相同，每個路段所求得之解無明顯之差異。 
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6.1.3 例子 - Tan et al.(1979) 

路網幾何之圖形、路段成本函數及旅次需求如下圖、表所示 

 

圖 6.1-3 路網圖 

(example in Tan et al.(1979)) 

𝐶1 = 15 + 2𝑓1 

𝐶2 = 10 + 𝑓2 + 𝑤 

𝐶3 = 15 + 2𝑓3 

𝐶4 = 50 + 𝑓4 

𝐶5 = 50 + 𝑓5 

𝑇12 = 10 

系統目標式：𝑍(𝑤) = ∑ 𝐶𝑎𝑓𝑎𝑎  

透過 LA、ALA 與 IOA 求解結果如下表所示： 

表 6.1-5 求解結果比較 

 H-J EDO LA ALA IOA 

初始值 10 0 30 30  

𝑤 20 22.9 25 19.74 0 

系統目標值 Z 800.00 800.00 799.99 800.00 840.00 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*LA：Linear Approximation 

*ALA：Armijo Linear Approximation 

*IOA：Iterative Optimization-Assignment algorithm 
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6.1.4 例子 - Harker 與 Friesz(1984) 

本例子以 Harker 與 Friesz(1984)研究中提出之例子進行比較，並以不同起訖旅次進行求

解，其路網幾何之圖形、路段成本函數及旅次需求如下圖、表所示 

 

圖 6.1-4 路網圖 

表 6.1-6 路網資訊 

𝐶𝑎(𝑓𝑎, 𝑦𝑎) = 𝐴𝑎 + 𝐵𝑎(𝑓𝑎/(𝐾𝑎 + 𝑦𝑎))
4
 

Z(𝑦) = ∑ 𝐶𝑎(𝑓𝑎, 𝑦𝑎)𝑓𝑎
𝑎

+ 𝑑𝑎𝑦𝑎 

路段𝑎 𝐴𝑎 𝐵𝑎 𝐾𝑎 𝑑𝑎 

1 1.0 10.0 3.0 2.0 

2 2.0 5.0 10.0 3.0 

3 3.0 3.0 9.0 5.0 

4 4.0 20.0 4.0 4.0 

5 5.0 50.0 3.0 9.0 

6 2.0 20.0 2.0 1.0 

7 1.0 10.0 1.0 4.0 

8 1.0 1.0 10.0 3.0 

9 2.0 8.0 45.0 2.0 

10 3.0 3.0 3.0 5.0 

11 9.0 2.0 2.0 6.0 

12 4.0 10.0 6.0 8.0 

13 4.0 25.0 44.0 5.0 

14 2.0 33.0 20.0 3.0 

15 5.0 5.0 1.0 6.0 

16 6.0 1.0 4.5 1.0 
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表 6.1-7 求解結果比較 

 
Case 1 

𝑇16 = 2.5、𝑇61 = 5 

 MINOS H-J EDO SDAA GEDO SDAP1 SDAP2 SDAP3 NSDAP1 NSDAP2 NSDAP3 LA IOA 

𝑦1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.22 0.36 0.49 0.85 0.87 0.00 0.00 

𝑦2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.54 0.54 0.00 0.00 

𝑦3 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦4 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.20 0.21 0.00 0.00 

𝑦5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦6 5.00 0.30 1.84 2.32 0.00 1.12 1.13 1.17 2.01 1.31 1.30 0.00 0.00 

𝑦7 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦8 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.54 0.00 0.00 

𝑦9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.22 0.36 0.49 0.85 0.86 0.00 0.00 

𝑦10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦12 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦14 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.54 0.00 0.00 

𝑦15 1.33 0.10 0.02 1.33 0.00 0.00 0.00 0.00 1.40 0.05 0.02 0.00 4.44 

𝑦16 0.00 0.30 1.84 0.78 0.75 1.19 1.13 1.16 1.07 1.26 1.27 1.06 0.00 

Z 92.10 90.10 92.41 96.52 90.58 92.92 92.30 92.96 99.30 102.05 102.13 90.42 100.25 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*SDAA：Sensitivity Descent algorithm with Armijo rule 

*SDAP：Sensitivity Descent algorithm – predetermined 

*NSDAP：Normalized SDAP 

*SA：Simulated Annealing algorithm 

*LA：Linear Approximation 

*IOA：Iterative Optimization-Assignment algorithm 
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表 6.1-8 求解結果比較 

 
Case 2 

𝑇16 = 5、𝑇61 = 10 

 MINOS H-J EDO SDAA GEDO SDAP1 SDAP2 SDAP3 NSDAP1 NSDAP2 NSDAP3 SA LA IOA 

𝑦1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.60 0.51 2.48 2.78 2.73 0.00 0.00 0.00 

𝑦2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.42 1.82 1.75 0.00 0.00 0.00 

𝑦3 0.00 1.20 0.16 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06 0.35 0.34 0.00 0.00 0.00 

𝑦4 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.56 0.46 0.00 0.00 0.00 

𝑦5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦6 6.58 3.00 6.26 4.97 5.00 4.85 4.75 4.76 4.62 4.61 4.60 3.16 8.00 6.95 

𝑦7 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.56 0.46 0.00 0.00 0.00 

𝑦8 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.26 1.70 1.62 0.00 0.00 0.00 

𝑦9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.59 0.51 2.48 2.78 2.73 0.00 0.00 0.00 

𝑦10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦12 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦14 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.30 1.73 1.66 0.00 0.00 0.00 

𝑦15 7.01 3.00 0.13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.66 0.55 0.00 0.00 5.66 

𝑦16 0.22 2.80 6.26 6.69 5.00 6.48 6.24 6.20 5.25 4.83 4.95 6.72 7.35 1.79 

Z 211.25 215.08 201.84 199.84 202.30 199.94 202.50 202.21 224.43 235.51 233.56 198.10 200.89 210.86 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*SDAA：Sensitivity Descent algorithm with Armijo rule 

*SDAP：Sensitivity Descent algorithm – predetermined 

*NSDAP：Normalized SDAP 

*SA：Simulated Annealing algorithm 

*LA：Linear Approximation 

*IOA：Iterative Optimization-Assignment algorithm 
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表 6.1-9 求解結果比較 

 
Case 3 

𝑇16 = 10、𝑇61 = 20 

 MINOS H-J EDO SDAA GEDO SDAP1 SDAP2 SDAP3 NSDAP1 NSDAP2 NSDAP3 SA LA IOA 

𝑦1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.04 0.00 3.27 4.99 4.89 0.00 0.00 0.00 

𝑦2 4.61 5.40 4.88 4.61 4.62 4.63 4.66 4.62 5.06 5.43 5.48 0.00 4.61 4.55 

𝑦3 9.86 8.18 8.59 9.79 6.24 7.80 8.46 7.42 7.09 6.66 6.72 10.17 9.07 10.65 

𝑦4 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦6 7.71 8.10 7.48 8.39 15.63 12.72 14.24 13.75 13.42 13.49 13.39 5.78 9.63 6.43 

𝑦7 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦8 0.59 0.90 0.85 0.59 0.60 0.65 0.59 0.64 1.89 3.29 3.25 0.00 0.59 0.59 

𝑦9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.20 0.11 3.37 5.03 4.95 0.00 0.00 0.00 

𝑦10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦12 0.00 0.00 0.00 0.00 3.76 1.81 4.18 2.19 2.60 2.90 2.96 0.00 0.00 0.00 

𝑦13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

𝑦14 1.32 3.90 1.54 1.43 1.62 1.85 1.69 1.84 3.51 4.56 4.56 0.00 1.32 1.32 

𝑦15 19.14 8.10 0.26 0.00 14.99 16.96 15.88 16.70 16.20 16.13 15.87 0.00 2.15 19.36 

𝑦16 0.85 8.40 12.52 18.38 5.01 6.21 6.85 6.66 7.52 8.45 8.34 17.28 17.7 0.78 

Z 557.14 557.22 540.74 523.45 566.61 563.64 570.46 565.02 581.23 593.29 592.71 528.50 531.20 556.61 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*SDAA：Sensitivity Descent algorithm with Armijo rule 

*SDAP：Sensitivity Descent algorithm – predetermined 

*NSDAP：Normalized SDAP 

*SA：Simulated Annealing algorithm 

*LA：Linear Approximation 

*IOA：Iterative Optimization-Assignment algorithm 
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6.1.5  例子 - Sioux Falls city 

這個例子為一個位於 South Dakota 的 Sioux Falls 城市之實際路網，其有 76 個路段和 24

個節點。在這 76 個路段當中有 10 個是需改善之路段（為路網圖中虛線所框起來之路段），這

個路網在尖峰小時共有 552 組起訖旅次的交通需求流量，在本例子中也會與 H-J、EDO 與 SA

進行比較，並觀察解之差異。 

 

圖 6.1-5 Sioux Falls 城市路網圖 
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表 6.1-10 Sioux Falls 城市起訖旅次 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

1 0 0.11 0.11 0.55 0.22 0.33 0.55 0.88 0.55 1.43 0.55 0.22 0.55 0.33 0.55 0.55 0.44 0.11 0.33 0.33 0.11 0.44 0.33 0.11 

2 0.11 0 0.11 0.22 0.11 0.44 0.22 0.44 0.22 0.66 0.22 0.11 0.33 0.11 0.11 0.44 0.22 0.00 0.11 0.11 0.00 0.11 0.00 0.00 

3 0.11 0.11 0 0.22 0.11 0.33 0.11 0.22 0.11 0.33 0.33 0.22 0.11 0.11 0.11 0.22 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.11 0.11 0.00 

4 0.55 0.22 0.22 0 0.55 0.44 0.44 0.77 0.77 1.32 1.54 0.66 0.66 0.55 0.55 0.88 0.55 0.11 0.22 0.33 0.22 0.44 0.55 0.22 

5 0.22 0.11 0.11 0.55 0 0.22 0.22 0.55 0.88 1.10 0.55 0.22 0.22 0.11 0.22 0.55 0.22 0.00 0.11 0.11 0.11 0.22 0.11 0.00 

6 0.33 0.44 0.33 0.44 0.22 0 0.44 0.88 0.44 0.88 0.44 0.22 0.22 0.11 0.22 0.99 0.55 0.11 0.22 0.33 0.11 0.22 0.11 0.11 

7 0.55 0.22 0.11 0.44 0.22 0.44 0 1.10 0.66 2.09 0.55 0.77 0.44 0.22 0.55 1.54 1.10 0.22 0.44 0.55 0.22 0.55 0.22 0.11 

8 0.88 0.44 0.22 0.77 0.55 0.88 1.10 0 0.88 1.76 0.88 0.66 0.66 0.44 0.66 2.42 1.54 0.33 0.77 0.99 0.44 0.55 0.33 0.22 

9 0.55 0.22 0.11 0.77 0.88 0.44 0.66 0.88 0 3.08 1.54 0.66 0.66 0.66 0.99 1.54 0.99 0.22 0.44 0.66 0.33 0.77 0.55 0.22 

10 1.43 0.66 0.33 1.32 1.10 0.88 2.09 1.76 3.08 0 4.40 2.20 2.09 2.31 4.40 4.84 4.29 0.77 1.98 2.75 1.32 2.86 1.98 0.88 

11 0.55 0.22 0.33 1.65 0.55 0.44 0.55 0.88 1.54 4.29 0 1.54 1.10 1.76 1.54 1.54 1.10 0.11 0.44 0.66 0.44 1.21 1.43 0.66 

12 0.22 0.11 0.22 0.66 0.22 0.22 0.77 0.66 0.66 2.20 1.54 0 1.43 0.77 0.77 0.77 0.66 0.22 0.33 0.44 0.33 0.77 0.77 0.55 

13 0.55 0.33 0.11 0.66 0.22 0.22 0.44 0.66 0.66 2.09 1.10 1.43 0 0.66 0.77 0.66 0.55 0.11 0.33 0.66 0.66 1.43 0.88 0.88 

14 0.33 0.11 0.11 0.55 0.11 0.11 0.22 0.44 0.66 2.31 1.76 0.77 0.66 0 1.43 0.77 0.77 0.11 0.33 0.55 0.44 1.32 1.21 0.44 

15 0.55 0.11 0.11 0.55 0.22 0.22 0.55 0.66 1.10 4.40 1.54 0.77 0.77 1.43 0 1.32 1.65 0.22 0.88 1.21 0.88 2.86 1.10 0.44 

16 0.55 0.44 0.22 0.88 0.55 0.99 1.54 2.42 1.64 4.84 1.54 0.77 0.66 0.77 1.32 0 3.08 0.55 1.43 1.76 0.66 1.32 0.55 0.33 

17 0.44 0.22 0.11 0.55 0.22 0.55 1.10 1.54 0.99 4.29 1.10 0.66 0.55 0.77 1.65 3.08 0 0.66 1.87 1.87 0.66 1.87 0.66 0.33 

18 0.11 0.00 0.00 0.11 0.00 0.11 0.22 0.33 0.22 0.77 0.22 0.22 0.11 0.11 0.22 0.55 0.66 0 0.33 0.44 0.11 0.33 0.11 0.00 

19 0.33 0.11 0.00 0.22 0.11 0.22 0.44 0.77 0.44 1.98 0.44 0.33 0.33 0.33 0.88 1.43 1.87 0.33 0 1.32 0.44 1.32 0.33 0.11 

20 0.33 0.11 0.00 0.33 0.11 0.33 0.55 0.99 0.66 2.75 0.66 0.55 0.66 0.55 1.21 1.76 1.87 0.44 1.32 0 1.32 2.64 0.77 0.44 

21 0.11 0.00 0.00 0.22 0.11 0.11 0.22 0.44 0.33 1.32 0.44 0.33 0.66 0.44 0.88 0.66 0.66 0.11 0.44 1.32 0 1.98 0.77 0.55 

22 0.44 0.11 0.11 0.44 0.22 0.22 0.55 0.55 0.77 2.86 1.21 0.77 1.43 1.32 2.86 1.32 1.87 0.33 1.32 2.64 1.98 0 2.31 1.21 

23 0.33 0.00 0.11 0.55 0.11 0.11 0.22 0.33 0.55 1.98 1.43 0.77 0.88 1.21 1.10 0.55 0.66 0.11 0.33 0.77 0.77 2.31 0 0.77 

24 0.11 0.00 0.00 0.22 0.00 0.11 0.11 0.22 0.22 0.88 0.66 0.55 0.77 0.44 0.44 0.33 0.33 0.00 0.11 0.44 0.55 1.21 0.77 0 

表 6.1-11 Sioux Falls 城市路網資訊 

𝐶𝑎(𝑓𝑎, 𝑦𝑎) = 𝐴𝑎 + 𝐵𝑎 (
𝑓𝑎

(𝐾𝑎 + 𝑦𝑎)
)

4

   Z(𝑦) = ∑ 𝐶𝑎(𝑓𝑎 , 𝑦𝑎)𝑓𝑎
𝑎

+ 0.001𝑑𝑎𝑦𝑎
2 

路段𝑎 
𝐴𝑎 

(hours) 

𝐵𝑎 

(hours) 

𝐾𝑎 

(thousand 

vehicles) 

𝑑𝑎 

(thousand 

dollars) 

路段𝑎 
𝐴𝑎 

(hours) 

𝐵𝑎 

(hours) 

𝐾𝑎 

(thousand 

vehicles) 

𝑑𝑎 

(thousand 

dollars) 

1 與 3 0.06 0.0090 25.9002  33 與 36 0.06 0.0090 4.9088  

2 與 5 0.04 0.0060 23.4035  34 與 40 0.04 0.0060 4.8765  

4 與 14 0.05 0.0075 4.9582  37 與 38 0.03 0.0045 25.9002  

6 與 8 0.04 0.0060 17.1105  39 與 74 0.04 0.0060 5.0913 34.00 

7 與 35 0.04 0.0060 23.4035  41 與 44 0.05 0.0075 5.1275  

9 與 11 0.02 0.0030 17.7828  42 與 71 0.04 0.0060 4.9248  

10 與 31 0.06 0.0090 4.9088  45 與 57 0.04 0.0060 15.6508  

12 與 15 0.04 0.0060 4.9480  46 與 67 0.04 0.0060 10.3150  

13 與 23 0.05 0.0075 10.0000  49 與 52 0.02 0.0030 5.2299  

16 與 19 0.02 0.0030 4.8986 26.00 50 與 55 0.03 0.0045 19.6799  

17 與 20 0.03 0.0045 7.8418 40.00 53 與 58 0.02 0.0030 4.8240  

18 與 54 0.02 0.0030 23.4035  56 與 60 0.04 0.0060 23.4035  

21 與 24 0.10 0.0150 5.0502  59 與 61 0.04 0.0060 5.0026  

22 與 47 0.05 0.0075 5.0458  62 與 64 0.06 0.0090 5.0599  

25 與 26 0.03 0.0045 13.9158 25.00 63 與 68 0.05 0.0075 5.0757  

27 與 32 0.05 0.0075 10.0000  65 與 69 0.02 0.0030 5.2299  

28 與 43 0.06 0.0090 13.5120  66 與 75 0.03 0.0045 4.8854  

29 與 48 0.05 0.0075 5.1335 48.00 70 與 72 0.04 0.0060 5.0000  

30 與 51 0.08 0.0120 4.9935  73 與 76 0.02 0.0030 5.0785  
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表 6.1-12 Sioux Falls 求解比較 

 H-J EDO GEDO SDAP1 SDAP2 SDAP3 NSDAP1 NSDAP2 NSDAP3 SA LA 

𝑦16 3.8 4.59 5.0 5.55 6.17 6.16 5.14 7.49 6.28 5.38 5.25 

𝑦17 3.6 1.52 1.5 2.26 3.06 3.14 1.66 5.08 3.45 2.26 1.40 

𝑦19 3.8 5.45 5.0 5.55 6.17 6.18 5.12 7.50 6.31 5.50 5.28 

𝑦20 2.4 2.33 1.5 2.25 3.08 3.14 1.61 5.07 3.45 2.01 1.37 

𝑦25 2.8 1.27 2.5 4.53 5.81 5.72 2.86 7.45 5.89 2.64 2.76 

𝑦26 1.4 2.33 2.5 4.56 5.82 5.74 2.86 7.46 5.90 2.47 2.81 

𝑦29 3.2 0.41 4.5 4.74 4.59 4.82 4.72 5.73 5.08 4.54 4.64 

𝑦39 4.0 4.59 3.5 4.52 4.86 4.93 4.40 6.31 5.15 4.45 4.37 

𝑦48 4.0 2.71 4.5 4.82 4.66 4.86 4.74 5.77 5.10 4.21 4.70 

𝑦74 4.0 2.71 4.0 4.51 4.81 4.90 4.37 6.23 5.14 4.67 4.35 

𝑍 81.77 83.08 84.14 83.79 84.49 84.06 83.08 87.08 86.21 80.87 81.30 

*EDO：Equilibrium decomposed algorithm. 

*H-J：Hooke-Jeeves algorithm. 

*SDAA：Sensitivity Descent algorithm with Armijo rule 

*SDAP：Sensitivity Descent algorithm – predetermined 

*NSDAP：Normalized SDAP 

*SA：Simulated Annealing algorithm 

*LA：Linear Approximation 
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6.2 小結 

本章節利用 Cho(1988)提出之方法求得敏感度資訊應用於路網設計問題，利用敏感度資訊

之主要目的係考量在一般的情況尚無法得知用路人的反應函數，Cho(1988)透過一階泰勒展開

式以線性方式近似之，使得領導與跟隨者的雙層路網設計問題可以被透過線性近似方式求解。 

從 6.1.3 節開始我們引述文獻中例子以及其提出方法求得之解並加入 Linear 

Approximation 方求解進行觀察，從 6.1.3 節可以觀察出在小路網時，無論 MINOS、H-J、EDO

或加入 LA 後解求得之最佳解幾乎相同一致，各路段之解亦較無明顯差異，但若路網增加到

16 條路段後，不同方法所求得之解差異隨著旅次需求增加明顯增大。MINOS 為非線性規劃

之套裝軟體，但因過去受限於電腦記憶體容量問題，在輸入路網資訊有其上限，無法執行太

大路網之運算，故在後續已較少人使用。H-J 演算法在求解上可求得區域最佳解，

Suwansirikul(1987)提到 6.1.5 節之例子為多個區域解，其將 EDO 所求得之解做為 H-J 之起始

值會產生不同之最佳解，Huang 與 Zhou (2009)提到 H-J 具有很強的區間搜尋能力，但全域解

收斂能力較差，且其結果會受到初始值之選取所影響，從表 6.1-7~表 6.1-9 可看出，H-J 可能

求得與其他演算法相較之下較佳的解，亦有可能做出比 IOA 較差之解，EDO 在演算法中雖考

量了下層目標式對上層之影響，但因下層之反應函數不容易求得，其在做隱微分時假設隱函

數中下層反應函數對上層變數之導數影響不大時可直接忽略，故從表中觀察可發現需求量不

大時求得之解較無影響，但需求增加時求得之解則較差，在 Sioux Falls 例子中其解劣於 H-J

求得之解。 

而 Friesz 等人(1990)提出 SDAP1、SDAP2、SDAP3、NSDAP1、NSDAP2 與 NSDAP3 等

方法進行求解，這些方法之差異在於求解過程之步幅不同，但在需求增加時解甚至有可能比

IOA 解還不佳，另外該文獻使用 Tobin 與 Friesz(1988)敏感度分析方法計算敏感度資訊，其也

指出 16 個路段之路網可能遭遇 Jacobian 為奇異矩陣之問題，使得初始解可能為不可微分點之

情形發生，而本研究以 Cho 等人(2000)敏感度分析方法求解敏感度資訊則無此問題，並利用

LA 方法求解上述結果，觀察解之結果除了較 SA 差外，其餘求得之解均較佳。 
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第七章 結論與建議 

7.1 結論 

1. 本研究針對 Tobin(1986)、Tobin 與 Friesz(1988)、Cho(1988)這三篇敏感度分析方法之使

用條件、其使用上之限制進行比較。 

2. 過去有一些文獻提出例子指出 Tobin 與 Friesz(1988)敏感度分析方法有誤，實際上這些

例子未滿足 Tobin 與 Friesz 方法之條件，本研究說明這些例子未滿足之條件，並以 Cho

等人(2000)之敏感度分析方法順利應用在這些未滿足 Tobin 與 Friesz 條件的例子。 

3. Friesz 等人(1990)發現使用 Tobin 與 Friesz(1988)敏感度分析方法求解 16 個路段（本文

之例子 5）之路網時可能遭遇 Jacobian 為奇異矩陣(Singular matrix)之問題，使得初始解

可能為不可微分點之情形發生，本研究以 Cho 等人(2000)敏感度分析方法求解敏感度

資訊則無初始解可能為不可微分點之問題。 

4. 本研究應用 Cho 等人(2000)敏感度分析於線性近似法(LA)並將其應用於求解具有 76 個

路段與 552 起訖旅次之 Sioux Falls 城市路網，觀察解之結果除了較 SA 差外，其餘求

得之解均較佳。 

5. SA 雖有較強全域求解之能力，但若解全域最佳解離其目前區域最佳解較遠時，其仍可

能有機率選擇當下之區域解，另外，其為啟發式演算法，雖透過機率可求得較佳之解，

但在求解過程下層之反應模式無從而知，而本研究應用之 LA 則近似下層之反應函數，

可以在求解過程中觀察反應函數之影響因素，如敏感度資訊對流量解之影響或上層決

策變數對於流量之影響變化。 

7.2 建議 

1. 本研究以 LA 進行求解時，雖求得之解較 SA 差，但若全域最佳解離其目前區域最佳解

較遠時，其仍有機率選擇當下之解，故建議未來在發展路網設計求解問題時，仍可往求

得反應函數為方向。 

2. 本研究在遭遇 LA 無法收斂之情形，以 Armijo 做為求解方法，但在觀察 LA 可收斂之

例子，以 Armijo 求得之解之精確度較不佳，建議未來可持續觀察 LA 求解之收斂性，

解決其可能無法收斂之問題。 

3. 本研究以變分不等式敏感度分析以線性近似法求解雙層路網設計問題，且問題為

Stackelberg 賽局問題，未來可應用到經濟領域，用以了解市場上不同廠商之敏感度。 
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